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Resume 

On etudie la dynamique d'un homeomorphisme de surface au voisinage d'un point fixe 
isole. Si l'indice du point fixe est strictement plus grand que 1, on construit une famille de 
petales autour du point fixe, alternativement attractifs et repulsifs, ce qui generalise un enonce 
de dynamique holomorphe. Si l'indice est strictement plus petit que f , on obtient une famille 
de branches alternativement stables et instables, ce qui generalise un enonce de dynamique 
hyperbolique. 

Abstract 

The study of the dynamics of a surface homeomorphism in the neighbourhood of an isolated 
fixed point leads us to the following results. If the fixed point index is greater than 1, a family 
of attractive and repulsive petals is constructed, generalizing the Leau-Fatou flower theorem in 
complex dynamics. If the index is less than 1, we get a family of stable and unstable branches, 
generalizing the stable manifold theorem in hyperbolic dynamics. 



Mots-cles Homeomorphisme, surface, point fixe, Brouwer. 
Classification AMS (2000) 37E30, 37C25. 
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1 Introduction 



1.1 Contexte 

Aii tout debut de l'apparition des systemes dynamiques comme branche des mathematiques, 
Poincare avait souligne l'importance des orbites periodiques comme l'un des biais par lequel il 
est possible d'attaquer 1'etude d'un systeme dynamique ; depuis, une bonne partie des problemes 
de dynamique consiste d'une part a chercher des orbites periodiques, d'autre part a tenter de 
comprendre la dynamique au voisinage d'une orbite periodique. Les resultats de dynamique locale 
sont souvent un preliminaire incontournable a 1'etude de la dynamique globale : c'est le cas par 
exemple en dynamique hyperbolique (theoreme de Hartman-Grobman, de la variete stable, etude 
des bifurcations locales) ou en dynamique holomorphe a une variable (theoremes de linearisation 
locale, theoreme de la fleur de Leau-Fatou). 



1.2 Problematique 



Dans ce texte, nous nous interessons a la dynamique topologique, en dimension 2. Que peut-on 
dire de la dynamique locale d'un homeomorphisme de surface au voisinage d'un point fixe isole ? 
Cette question a ete abordee il y a longtemps par G. D. Birkhoff, et plus recemment par M. Brown , 
E. Slaminka, S. Pelikan, S. Baldwin, P. Le Calvez, J.-C. Yoccoz, S. Matsumoto (||Bro90b|, [BS90 



PS87, LC99 LCY97, LC|). Contrairement aux categories avec plus de structures, il n'y a aucun 



espoir de theoreme de linearisation locale, ce qui explique qu'il n'y ait pas eu de reponse definitive. 

Un des ingredients principal est l'indice de Lefschetz du point fixe, il permet de preciser la 
question initialc : quel lien y a-t-il entre l'indice et la dynamique ? 

Le lien le plus simple est consequence de la theorie des homeomorphismes de Brouwer : si 
l'indice est different de 1, alors de nombreuses formes de recurrence (points periodiques, et meme 
points non errants) sont exclues dans un voisinage du point fixe; autrement dit, le comportement 
individuel de chaque orbite est tres simple. Preciser le comportement dynamique consiste alors a 
essayer de dire quelque chose du comportement collectif des orbites. 



1.3 Resultats 

Dans ce texte, on obtient des enonces qui s'inspirent de theoremes classiques des categories plus 
structurees, le theoreme de la variete stable en dynamique hyperbolique, et le theoreme de la fleur 
de Leau-Fatou en dynamique holomorphe. 

La version topologique du theoreme de la variete stable concerne le cas ou l'indice de Lefschetz 
est strictement plus petit que 1 : on prouve alors l'existence de p branches stables et p branches 
instables locales, cycliquement alternees autour du point fixe (oil le nombre p est la difference entre 
1 et l'indice). 

La version topologique du theoreme de la fleur de Leau-Fatou concerne le cas dual, oil l'indice 
de Lefschetz est strictement plus grand que 1 : on montre cette fois-ci l'existence de p petales 
attractifs et p petales repulsifs, ici encore cycliquement alternes autour du point fixe (le nombre p 
est la difference entre l'indice et 1). 

On obtient egalement une nouvelle preuve d'un resultat de M. Brown : l'indice du point fixe 
pour toute puissance non nulle de l'homeomorphisme est egal a l'indice pour h. 



1.4 Strategie et outils 

La strategie des preuves est la suivante. Un resultat d'extension (theoreme ^J) permet de 
se ramener a un cadre de dynamique globale, celui d'un homeomorphisme de la sphere n'ayant 
que deux points fixes, notes N et S : ainsi, la quasi-totalite du texte portera en realite sur des 
questions de dynamique globale. En particulicr, les trois resultats de dynamique locale se deduiront 
rapidement d'un meme theoreme, que nous expliquons maintenant. 

Dans le cadre global, on pcut utiliscr la theorie de Brouwer. Celle-ci permet la construction, en 
chaque point (non fixe), d'une droite de Brouwer, e'est-a-dire d'un arc dont les extremites sont les 
points fixes (ou d'une courbe fermee simple passant par l'un des points fixes), et qui ne rencontre 
son image qu'aux points fixes. Le principal resultat de dynamique globale (theoreme 8.6) annonce 
l'existence d'une famille finie de droites de Brouwer formant le bord de structures dynamiques 



baptisees croissants et petales, dont le nombre et la disposition sont relies aux indices des points 
fixes N et S. 

La construction des croissants et des petales utilise principalement deux outils. D'une part, une 
notion d'indice entre deux droites de Brouwer disjointes, appelee indice partiel. D'autre part, les 
decompositions en briques, elaborees et deja utilisees par P. Le Calvez et A. Sauzet : il s'agit d'un 
certain type de triangulation du complementaire des points fixes, adaptee a la dynamique. Cette 
triangulation permet notamment d'evacuer une grande partie des problemes delicats de topologie 
plane, ct d'obtenir des preuves simples des resultats de Brouwer, en construisant par une procedure 
"automatique" des droites de Brouwer simpliciales (qui sont reunion d'aretes de la triangulation). 

La plupart des preuves ont pour decor un autre cadre de dynamique globale, celui des homeo- 
morphismes de Brouwer : ce sont des homeomorphismes du plan sans point fixe. Le passage du 
cadre "sphere avec deux points fixes" au cadre "plan sans point fixe" s'effectue de la maniere 
suivante : en enlevant les deux points fixes N et S, puis en passant au revetement universel, on 
obtient une surface homeomorphe au plan ; on montre alors qu'il existe une seule maniere "non 
triviale" de relever la dynamique en un homeomorphisme du plan (qui est bien sur sans point 
fixe). Ceci est l'objet de la proposition 12.18, et necessite la construction prealable d'une droite 
de Brouwer reliant les deux points fixes N et S. Celle-ci est obtenue par des arguments portant 
principalement sur la combinatoire des droites de Brouwer simpliciales. 

On prouve notamment une version du theoreme principal, concernant l'existence de croissants 



et de petales, dans le cadre des homeomorphismes de Brouwer (theoreme 12.8). Puis on en deduit 
la version initialc du theoreme. 



1.5 Plan du texte 

Dans la premiere partie, on enonce precisement les resultats locaux, et on illustre ces resultats 
et leurs limites sur des exemples. La deuxieme partie, tres courte, contient le theoreme d'extension 
qui rattache le cadre local au cadre global. La troisieme enonce le resultat principal de dynamique 
globale, et construit les outils necessaires a sa demonstration (theorie de Brouwer "classique" , indice 
partiel, decomposition en briques). La quatrieme contient le cceur de la preuve. Enfin, la derniere 
partie applique theoreme d'extension et resultat global pour recolter les resultats de dynamique 
locale. 



Les parties concernant le cadre global (ill et IV) sont largement independantes des autres 
parties. 



1.6 Remerciements 

Je tiens a remercier les professeurs du College de France, et tout particulierement Jean- 
Christophe Yoccoz, de m'avoir invite, en janvier 2001, a faire la serie d'exposes qui m'a incite 
a ecrire ce texte. Cette etude a pour origine le premier sujet de these que m'avait donne Lucien 
Guillou, a Pepoque sans beaucoup de succes... Le sujet a redemarre apres plusieurs discussions avec 
Patrice Le Calvez, en particulier grace a sa suggestion d'utiliser les "decompositions en briques", 
qui jouent ici un role central. Je remercie Lucien et Patrice pour leur interet constant pour ce 
travail. Ce texte a egalement beneficie des conversations avec Francois Beguin, Sylvain Crovisier, 
Vincent Guirardel et Duncan Sands. 
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Premiere partie 

Presentation des resultats de dynamique 
locale 

Dans cctte partie, on enonce et on illustre les resultats de dynamique topologique locale de 
dimension 2. Ceux-ci sont affilies a deux theoremes celebres, l'un en dynamique diffcrcntiable, 
l'autre en dynamique holomorphe ; nous commengons par rappeler ces enonces. Apres avoir presente 
les resultats nouveaux et certains de leurs ancetres, on decrit quelques exemples, de complexite 
croissante, pour la plupart deja connus; les deux derniers exemples sont nouveaux (figures [l4| 
et |l6| ). Ces exemples ne sont pas utilises dans la suite du texte (mais en facilite sans doute la 
comprehension) . 

2 Rappels de quelques resultats classiques 

On note le point (0,0) du plan R 2 . On notera Int(-E'), Adh(E) et dE l'interieur, l'adherence 
et la frontiere d'un ensemble E. 

Rappelons que x est un point fixe d'une application / si f(x) = x. L'ensemble des points fixes 
de / sera note Fixe(/). 

Definition 2.1. Un homeomorphisme local h : U — > V est un homeomorphisme h entre deux 
voisinages connexes U et V de dans K 2 , preservant l'orientation, dont est un point fixe. 

Definition 2.2. Un germe d 'homeomorphisme est une classe d'equivalence d'homeomorphismes 
locaux pour la relation : 

(hi, Ui, Vi) ~ (/12, U2, V2) <^ il existe un voisinage U' de tel que hi\u' — h 2 \w ■ 



Definition 2.3. Deux homeomorphismes locaux (hi,Ui,Vi) et (^2,^2,^2) sont topologiquement 
conjugues si il existe un homeomorphisme local g : Ui U Vi —*■ U2 U V2, envoyant U\ sur U2 et V\ 
sur V2, tel que, sur U2, g o hi o g^ 1 = h 2 . 

Cette definition induit une definition sur les germes. On definit de maniere similaire les diffeo- 
morphismes et les diffeomorphismes holomorphes locaux, ainsi que leurs germes. 

A partir de maintenant, tous les homeomorphismes considered auront comme unique point 
fixe. 

2.1 Dynamique differentiable 

Soit / un germe de diffeomorphisme en 0. On dit que / est topologiquement linearisable s'il est 
topologiquement conjugue a sa differentielle en 0. 

Theoreme 2.4 (Hartman-Grobman, 1962). Supposons que la differentielle en soit hyper- 
bolique (i.e. les modules des valeurs propres sont differents de 1). Alors f est topologiquement 
linearisable. 

On en deduit qu'a conjugaison topologique pres, il n'existe que quatre germes de diffeomor- 
phismes hyperboliques (preservant l'orientation) : homothetie contractante ou dilatante, point selle 
avec ou sans rotation (figure [l]) . 

Soit f : U — > V un diffeomorphisme local hyperbolique de type selle, c'est-a-dire que l'une des 
valeurs propres a sa valeur absolue plus grande que 1, et l'autre plus petite que 1. 

Si U' est un voisinage de inclus dans U, on note W^ et Wq_^ les ensembles stables et instables 
locaux, i.e. W^'o = {x G U' \ Vn > 0, f n (x) £ U'} et W$H> = {x & U' \ Vn < 0, f n (x) £ U'}. Le 
theoreme d'Hartman-Grobman permet bien sur de decrire le comportement des orbites ; tout se 
passe comme sur la figure [I] : 
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Corollaire 2.5. Supposons que la differentielle est de type selle. Alors il existe un voisinage U' 
de arbitrairement petit, tel que : 

- les ensembles WH,q et WqL> sont deux arcs d 'intersection {0}, d'extremites sur la frontiere 
dU' ; 

- tous les points de W^ \ {0} ont un itere negatif hors de U' et leurs iteres positifs qui tendent 
vers 0. 

- tous les points de Wq_> \ {0} ont un itere positif hors de U' et leurs iteres negatifs qui tendent 
vers 0. 

Le theoreme de la variete stable ajoute que ces arcs sont differentiables et tangents aux directions 
propres de la differentielle (mais ici seuls les aspects topologiques de la dynamique nous interessent). 



2.2 Dynamique holomorphe 



On peut trouver des precisions sur les resultats ci-dessous dans |Mil99| , |CG93| . Soit / un germe 
de diffcomorphisme holomorphe. 

Si | /'(0) ^ 1 (point hyperbolique) , alors / est linearisable, i.e. la dynamique est localement 
(holomorphiqucmcnt) conjugucc a sa differentielle z i— > /'(0) x z. Remarquons qu'il n' y a que deux 
classes de conjugaison topologique, correspondant aux homotheties contractantes ou dilatantes ; 

Si /'(0) = e l27r ® , avec 9 irrationnel "mal approche" par des rationnels (condition diophantienne) , 
alors / est encore linearisable, et done (holomorphiquement) conjugue a une rotation irrationnclle 
(Siegel, Bryuno). 

Si /'(0) = e t2lxB , avec 9 irrationnel "bien approche" par des rationnels, alors il existe des 
exemples ou / n'est pas linearisable (Cremer, Yoccoz). 
Le dernier cas va nous interesser plus specialemcnt : 

Si /'(0) = e l27rS , avec 9 rationnel (point parabolique), on a encore conjugaison a un modele 
simple (pour simplificr, on se place dans le cas ou 9 = 0) : 



Theoreme 2.6 (Camacho, |Cam78]). Si f(z) = z + az (p+1 > + ... (p > et a ^ 0), alors f est 



topologiquement conjugue a z t— Vz-\-zS v+1 > 

On peut alors decrire la dynamique locale a l'aide des definitions suivantes : 

Definition 2.7. On appelle disque topologique ferme un ensemble homeomorphe a un disque 
euclidien ferme du plan. 



Definition 2.8 (figure ||]). Soit h : U — » V un homeomorphisme local. Un petale attractif est un 
disque topologique ferme P inclus dans U, dont le bord contient 0, verifiant h(P) C Int(P) U {0}. 
Le petale P est dit regulier si de plus n«>o h n (P) — {0}. Un petale repulsif est un petale attractif 
pour ft, -1 . 

Corollaire 2.9 (theoreme de la fleur de Leau-Fatou, 1897-1917). Soit f verifiant les hy- 



potheses du theoreme 2.6. Alors, pour tout homeomorphisme local h : U — > V de germe f , il existe 
p petales attractifs reguliers et p petales repulsifs reguliers cycliquement alternes autour de 0, dont 
la reunion forme un voisinage de 0. 



Remarquons que le theoreme 2.6 se deduit facilement du corollaire 2.9 



6 



Petales Feuilletage invariant 

Fig. 2: Dynamique de z i— » z + z 3 au voisinage de 



3 Resultats de dynamique topologique 

On enonce ici les resultats de dynamique topologique locale. 
Certain des resultats classiques ci-dessus sont du type : 

Hypothese sur la differentielle ==>■ conjugaison a un modele simple. 

Si on essaie d'obtenir des resultats analogues en dynamique topologique, on se heurte a deux 
types de problemcs : 

1. au niveau des hypotheses, il faut trouver une generalisation topologique d'hypotheses portant 
sur la differentielle ; 

2. au niveau des conclusions, il n'y a aucun espoir d'obtenir une conjugaison a un petit nombrc 
de modeles (ceci sera clair sur les exemples decrits ci-dessous, section |6|). 

La deuxieme objection indiquc simplcment qu'on ne pourra pas obtenir de theoremes de 
"linearisation" (comme les theoremes de Camacho ou d'Hartman-Grobmann) , et qu'il faudra 



se contenter de theoremes de description partielle de la dynamique (comme les corollaires 2.5 ou 



2.9). La premiere objection est plus serieuse, mais par miracle il existe une notion qui va permet- 
trc d'y remedier : l'indice d'un point fixe. La definition est expliquee plus bas (section |6.2| ) ; pour 
l'instant, remarquons simplement deux choses : 

- si f(z) — z + az' 1+p ' + ■ ■ •, l'indice du point fixe est 1 + p (en particulier, il est strictement 
plus grand que 1) ; 

- pour un point selle sans rotation, l'indice est —1. 

Si h est un homeomorphisme local fixant uniquement 0, on notera Indice(/i, 0) l'indice du point 
fixe (qui ne depend que du germe de h). 



3.1 En indice > 1, petales attractifs et repulsifs 



Definition 3.1. Soient U un voisinage de dans le plan, F et F' deux families furies de parties 
compactes et connexes de U contenant 0, et supposons que les elements de F U F' sont deux a 
deux d'intersection egale a {0}. On dira que F et F' sont cycliquement alternees autour de si 
il existe une courbe fermee simple 7 incluse dans U, entourant 0, rencontrant chaque element de 
F U F' en un unique point, telle qu'en parcourant 7 on rencontre alternativement les elements de 
F et ceux de F'. 

Remarquons qu'on pourrait etre plus precis en definissant l'ordre cyclique autour de de 
n'importe quelle famille finie de parties connexes de U deux a deux d'intersection egale a {0}. 
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Theoreme 3.2 (version topologique du "theoreme de la fleur" de Leau-Fatou). 

Soit h : U — > V un homeomorphisme local fixant uniquement 0, d'indice strictement superieur 
a 1 ; on ecrit Indice(/i, 0) = 1 + p avec p > 0. 

Alors il existe p petales attractifs et p petales repulsifs dans U, deux a deux d' inter section egale 
a {0}, les petales attractifs et repulsifs etant cycliquement alternes autour de 0. 

Ce theoreme est illustre par la figure 0. 




Fig. 3: Dynamique autour d'un point fixe d'indice plus grand que 1 (ici d'indice 3) 



3.2 En indice < 1, branches stables et instables locales 

Soit h : U — ► V un homeomorphisme local, et U' un disque topologique ferme inclus dans 
Int(J7nV). 

Definition 3.3. Un ensemble E C U' est plein si U \ E est connexe.f] 
Definition 3.4. Un ensemble E C U' est positivement invariant si h(E) C E. 

Definition 3.5. Une branche stable U' -locale est un ensemble k verifiant les proprietes suivantes : 

1. k est inclus dans U', il contient et rencontre la frontiere de U' ; 

2. k est compact, connexe, plein ; 

3. k est positivement invariant, et la suite des iteres positifs de tout point de k tend vers 0; 

4. il existe un ensemble Wk, voisinage de k \ {0} dans U', tel que tout point de Wk a un itere 
negatif hors de U' . 

Une branche instable U' -locale est une branche stable [/'-locale pour hr x . 

Theoreme 3.6 (Version topologique du theoreme de la variete stable). Soit h : U — > 
V un homeomorphisme local fixant uniquement 0, d'indice strictement inferieur a 1; on ecrit 
Indicc(/i, 0) = 1 — p avec p > 0. 

Alors il existe un disque topologique ferme U' , voisinage de inclus dans Int(E/nV), p branches 
U' -locales stables et p branches U' -locales instables, deux a deux d 'intersection egale a {0} 7 les 
branches stables et instables etant cycliquement alternees autour de 0. 

Ce theoreme est illustre par la figure |[ 



Remarquons que les petales du theoreme 3.2 et le voisinage U' du theoreme 3.6 peuvent etre 



choisis arbitrairement petits (en appliquant chaque theoreme a une restriction de ft, a un voisinage 
arbitrairement petit de 0). 

1 Ceci revient a dire que toute composante connexe de V \ E rencontre dU' ■ 
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Fig. 4: Dynamique autour d'un point fixe d'indice plus petit que 1 (ici d'indice — 1) 



3.3 Indices des iteres d'un homeomorphisme local 



On obtiendra egalement une nouvelle preuve d'un theoreme de M. Brown ([Bro90t]) : 

Theoreme 3.7 (M. Brown). Soit h : U — > V un homeomorphisme local fixant uniquement 0, 
dont le point fixe est d'indice different de 1. Alors il existe un voisinage U' de tel que pour tout 

1. est le seul point fixe de h n dans U' ; 

2. Indice(> n ,0) = Indice(ft, 0) . 



4 Antecedents 

4.1 La theorie de Brouwer 

La theorie des homeomorphismes de Brouwer explique notamment qu'il ne peut pas y avoir 
de recurrence au voisinage d'un point fixe d'indice different de 1. Plus precisement, il existe un 
voisinage U de tel que la suite des iteres d'un point de U n'a que deux possibilites : tendre vers 
le point fixe ou sortir de U . Ce resultat est un preliminaire essentiel pour l'etude des dynamiques 
locales. La theorie de Brouwer est detaillee dans la partie 0. 



4.2 Ancetres du theoreme de la fleur 



En etudiant les points fixes d'indice strictement plus grand que 1, C. P. Simon et N. A. Nikitin 
ont d'abord montre que les points fixes des diffeomorphismes preservant l'aire avaient un indice 
infcrieur ou egal a 1 ([Sim74|, [Nik74 ). S. Pelikan et E. E. Slaminka ([PS87]) ont ensuite etendu ce 



resultat aux homeomorphismes. P. Le Calvez a ete le premier a obtenir une propriete de dynamique 
topologique qui interdit de preserver l'aire : en indice strictement superieur a 1, tout voisinage du 
point f ixe c ontient tous les iteres positifs d'un ouvert errant (i. e. disjoint de tous ses iteres, voir 
[ LC99] . LC|). Le theoreme de la fleur topologique renforce ces resultats, en decrivant une propriete 
dynamique liee a la valeur exacte de l'indice. 

Mais ce theoreme ne contient pas encore toutes les proprictes impliquccs par la condition 
d'indice : par exemple, une autre propriete dit que tout voisinage du point fixe contient une orbite 
entiere (differente du point fixe). Ceci est une consequence du theoreme d'indice de P. Le Calvez 
et J.-C. Yoccoz (| LCY97[ ) ; auparavant, S. A. Andrea l'avait prouve, en indice 2, dans un contexte 
global ( |And70| ). 



4.3 Ancetres du theoreme de la "variete" stable 



Ce theoreme est extremement proche d'un enonce de S. Baldwin et E. E. Slaminka ([ BS9Cj| ) ; 
celui-ci comporte une hypothese supplementaire (l'aire est preservee) et une propriete en moins dans 
la conclusion (les orbites negatives des points des branches stables ne sortent pas necessairemcnt 
du voisinage). D 'autre part, la preuve semble utiliser implicitement une hypothese additionncllc 
assez forte : l'existence d'un voisinage qui ne contient aucune orbite entiere. ^1 



2 Voir [ BS90| , page 827, ligne 7 : "Since x £ So — p, there exists an N > such that h~ N (x) D." Or sans 
l'hypothese additionncllc donnee ci-dessus, il n'est pas clair que l'ensemble So aie cette propriete. D'autre part, la 
construction est d'abord effectuee pour un homeomorphisme h qui est une perturbation de h, et la maniere d'obtenir 
les branches stables de h a partir de celles de h, qui n'est pas detaillee, semble egalement poser probleme. 
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L'un dcs buts de ce travail etait d'obtenir une preuve complete de cet enonce, en evitant la 
theorie de la "mise en position canonique" utilise e par S . Baldwin et E. E. S lamin k a. Cette theorie 
est due aux efforts successifs de B. S. Schmidt (jSch75(l), E. E. Slaminka (|Sla93|, |Sla88a|), et M. 



(|Bon97 




BonOl 





preuves sont assez dedicates. La mise en position canonique peut aussi etre utilisee pour etendre les 
germes en evitant l'apparition de points fixes, et pour calculer les indices des iteres h n (| Bro90b| ). 



On donnc egalement des preuves alternatives de ces deux resultats (theoreme |3/i] ci-dessus, et 
theoreme d'extension (Fj] ci-dessous). 

K. Hiraide et J. Lewowicz ont egalement prouve et utilise un resultat de "variete" stable 
topologique, dans un contexte different, celui des homeomorphismes expansifs de surfaces (voir 
pr90| , [ |Lew89[ ). 



Pour ce qui est dcs ancctrcs plus lointain, rappelons que dans son etude des homeomorphismes 
de l'anneau deviant la verticale, G. D. Birkhoff montrait et utilisait une propriete de l'ensemble 
stable local : sous une hypothese tres generale (n'etre ni puit ni source, ce qui est le cas si l'aire 
est preservee ou si l'indice est different de 1), la composante connexe du point fixe est non triviale 
(la preuve est tres courte, voir par exemplc LROCfl , lemme 5). 



4.4 Autres resultats de dynamique topologique locale 

P. Le Calvez et J.-C. Yoccoz, puis P. Le Calvez ont rel ie la suite de s indices des iteres (h n ) d'un 
homcomorphisme local aux proprietes dynamiques de h ([LCY97, LC]). Notamment, P. Le Calvez 
retrouve le theoreme de M. Brown enonce ci-dessus. En dynamique globale, un corollaire important 
de cette etude est la preuve de la non-existence d'homeomorphismes minimaux de l'anneau ouvert 
K x S 1 ; P. Le Calvez obtient egalement des theoremes d'existence d'orbites periodiques. 



5 Limites des resultats, questions 

5.1 En indice < 1 

Par definition, l'ensemble stable d'un point fixe est Pcnscmblc des points dont la demi-orbite 
positive tend vers le point fixe. Contrairement au cadre differentiable hyperbolique, pour un homeo- 



morphisme, l'ensemble stable n'est pas necessairement connexe (voir l'exemple du paragraphe 3.6 
ci-dessous; cette remarque repond a la question posee par S. Baldwin et E. E. Slaminka a la fin 
de [ BS90| ). Le theoreme topologique de la "variete" stable ne peut done pas prendre en compte 



l'integralite des ensembles stables et instables. D'autre part, il ne dit rien sur la dynamique entre 
les branches stables et instables ; dans quelle mesure ressemble-t-elle a celle des diffeomorphismes 
selles ? Sur la figure ^, cette absence d'information est symbolisee par les points d'interrogation 
dans les secteurs entre les branches. 



5.2 En indice > 1 

Par rapport au cadre holomorphe du theoreme de Leau-Fatou, on a deux restrictions essen- 
tielles : d'une part les petales ne sont pas necessairement reguliers, e'est-a-dire qu'on doit autoriser 
les petales a contenir entierement l'orbite d'un point (voir l'exemple du paragraphe 6.4 ci-dessous, 
qui ne possede aucun petale regulier) ; et d'autre part on ne peut pas esperer que la reunion des 
petales forme un voisinage du point fixe (voir par exemple le deuxieme dessin de la figure ||) : il 
resterait done ici aussi a decrire la dynamique entre les petales. 



5.3 Les constructions ne sont pas canoniques 

Les constructions effectuees font apparaitre beaucoup de choix arbitraires (en particulier dans 
la construction d'une "decomposition en briques"), ce qui empeche d'obtenir des objets canoniques. 
En essayant de remedier a cet inconvenient, on tombe notamment sur les questions suivantes : 

Question 1. En indice < 1, peut- on trouver un exemple avec une infinite de branches stables 
"maximales" disjointes ? 
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Question 2. En indice 1 + p > 1, disons que deux petales attractifs Pi et P2 sont equivalents 
si I'union des iteres negatifs de Pi coincide avec I'union des iteres negatifs de P%. Peut-on mon- 
trer qu'il n'existe qu'un nombre fini (superieur dp) de classes d'equivalence maximales de petales 
attractifs ? 

Une des difficultes est qu'en general, dans un meme homeomorphisme, on trouve simultanement 
des "zones hyperboliques" (contribuant a de l'indice negatif ) et des "zones elliptiques" (contribuant 
a de l'indice positif) : ceci est clair sur les exemples de la section 6.1, figures || et |j. En particulier, 
le theoreme de la fleur dit juste que si l'indice est 1 +p > 1, on aura forcement au moins 2p zones 
elliptiques ; mais il peut aussi y avoir des zones hyperboliques, et dans ce cas, il devra y avoir plus 
de 2p zones elliptiques. 

Question 3. Peut-on donner un sens precis aux termes "secteurs hyperboliques" et "secteurs 
elliptiques" ? 

Une approche de cette question sera proposee par l'auteur dans LR|, en partant de l'idee 
suivante : meme sans savoir les definir precisement, on peut compter les secteurs hyperboliques et 
elliptiques ! 



6 Exemples, definition informelle de l'indice 



On decrit ici un certain nombre d'exemples utiles a la comprehension du texte ; en particulier, 
le corollaire 6.2 et la proposition 6.3 montrent chacun une limite des theoremes 3.2 et 3.6. Sur le 
plan logique, la suite du texte ne fait pas appel a cette section. 



6.1 Flots simples 

Un not (differentiable) est une famille de diffeomorphismes obtenue en integrant un champ de 
vecteurs. On peut definir un flot topologique en ne gardant que la condition de composition : e'est 
une famille (ht)tem d'homeomorphismes verifiant h t o h s — h t + s (et ho est l'identite). On montre, 
comme dans le cas differentiable, que les orbites {ht{x) \ t £ M} forment un feuilletage du plan 
( HWhi33|] ), Les exemples les plus faciles de germes d'homeomorphismes se construisent en prenant 
le temps un, hi, d'un flot (/it) t6 R. 

Les flots les plus simples se construisent a l'aide de six modeles de secteurs angulaires (cf 
figure m ■ 






hyperbolique 
indirect 



elliptique 
direct 



parabolique 
attractif 



Fig. 5: Modeles de secteurs des flots "simples" 



- secteurs hyperboliques direct et indirect avec lesquels on fabrique les points hyperboliques 
selles ; 

- secteurs elliptiques direct et indirect avec lesquels on fabrique les points paraboliques ( !) 
de la dynamique holomorphe ; 

- secteurs paraboliques attractif et repulsif. 

On passe du modele direct au modele indirect et d'attractif a repulsif en changeant le sens du 
temps (des fleches). La figure [| montre deux exemples. 

3 On a represents le feuilletage en orbites : pour x fixe, quand t varie, ht{x) parcourt la feuillc passant par x ; en 
particulier, Phomeomorphisme hi preserve chaque feuille du feuilletage et pousse les points dans le sens des fleches. 
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F. Dumortier a montre que tout germe de champ de vecteurs C°° du plan au voisinage d'une 
singularite verifiant une certaine condition (portant sur l'expansion de Taylor et l'existence d'une 
separatrice) est de cette forme ([Dum78, Dum77]). 



6.2 L'indice 



La definition sera precisee a la section 9.1 



• Definition informelle 

Soit h : U -sFun homeomorphisme local fixant uniquement 0. Pour obtenir l'indice de h en 
0, on prend un disque D, inclus dans U, qui contient le point fixe dans son interieur (figure |?]). En 




Fig. 7: Definition de l'indice 



tout point x de dD, on trace le vecteur xh(x), qui n'est pas nul puisque dD ne contient pas de 
point fixe ; puis on calcule l'indice du champ de vecteurs ainsi defini le long de dD : autrement dit, 
le nombre (algebrique) de tours faits par xh(x) quand on parcourt une fois dD. On montre que 
cette definition ne depend pas du disque D choisi ; elle ne depend done que du germe de h. 

Par exemple, pour f(z) = z + z p+1 , on a f(z) — z = z p+1 qui fait p + 1 tours quand z parcourt 
le cercle unite : le point fixe est d'indice p + 1. 

• Formule pour les flots simples 

Pour un flot compose des quatre types de secteurs decrits precedemment, l'indice est donne par 
la formule : 



Indice(/i, 0) 



^secteurs elliptiques — ^secteurs hyperboliques 



1. 



En effet, dans un secteur elliptique, le vecteur xh(x) fait un demi-tour dans le sens de parcours de 
dD, plus un "chouia" ; dans un secteur hyperboliquc, il fait un demi-tour dans le sens contraire, 
moins un "chouia" ; dans les secteurs paraboliques il ne tourne presque pas (juste un "chouia"). 
Les "chou'ias" sont en fait exactement les angles des secteurs, et ils s'additionnent pour donncr le 
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"1" de la formule. Le premier exemple de la figure |6j est done d'indice 0, le deuxieme est d'indice 
2. 

L'interet principal de l'indice reside dans la formule de Lefschetz, qui fait le lien entre le 
local et le global : pour un homeomorphisme defini sur une surface compacte S, isotope a l'identite 
et n'ayant qu'un nombre fini de points fixes, la somme des indices de ces points fixes est egale a 
la caracteristique d'Euler-Poincare de la surface (par exemple, les deux dessins de la figure || se 
recollent en un homeomorphisme de la sphere S 2 , et on a bien + 2 = 2). Cette formule permet de 
detecter des points fixes ou periodiques : par exemple, une consequence du theoreme de S. Pelikan 
et E. E. Slaminka (tout germe preservant l'aire est d'indice strictement plus petit que 1) est que 
tout homeomorphisme de la sphere S 2 (de caracteristique 2), preservant l'aire, isotope a l'identite, 
a au moins deux points fixesQ. Elle est egalement l'une des cles de la preuve du theoreme de P. Le 
Calvez et J.-C. Yoccoz sur la non-existence d'homeomorphismes minimaux de l'anneau. 



• Illustration des theoremes 



Pour ces hots simples, on peut facilement montrer les theoremes 3.6 et 3.2 : 

- "variete" stable : soit h un germe d'indice 1—p strictement plus petit que 1, construit a 
l'aide des six modeles de secteur decrits precedemment. D'apres la formule, il y a au moins 
2p secteurs hyperboliques, done au moins p ayant la meme orientation (directe ou indirecte) ; 
a cause de l'orientation, les bords de ces secteurs sont disjoints deux a deux ; ils constituent 
done p branches stables et p branches instables cycliquement alternees. 

- fleur topologique : en indice 1+p strictement plus grand que 1, il y a au moins p secteurs 
clliptiques avec la meme orientation ; dans chacun on trouve un petale attractif et un repulsif 
(voir la figure ||) . 




Fig. 8: Petales dans un secteur elliptique 



Remarquons que dans un secteur elliptique ou parabolique, tout disque assez petit est disjoint 
de tous ses iteres positifs (ou negatifs), qui sont inclus dans le voisinage; la dynamique ne peut 
done pas preserver la mesure de Lebesgue (ou n'importe quelle autre "bonne" mesure, i. e. non- 
atomique et chargeant les ouverts). Par consequent, un hot "simple" preservant une bonne mesure 
est constitue uniquement de secteurs hyperboliques. 



6.3 Flots compliques 

Tous les germes de flots n'admettent pas une description aussi simple ; par exemple : 

- on peut compliquer un secteur hyperbolique en faisant pousser une infinite de "bulles" cl- 
liptiques (c/ figure ^) ; remarquons que si on n'ajoute qu'un nombre fini de bulles, le germe 



Fig. 9: De l'elliptique dans l'hyperbolique 

obtenu est encore un flot simple (on a juste change un secteur hyperbolique en k + 1 secteurs 
hyperboliques et k secteurs elliptiques alternes). 

4 Ceci peut aussi se voir comme consequence de la theorie de Brouwer. 
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- on peut compliquer un secteur elliptique en y introduisant des "composantes de Reeb" (c/. 
figure flo|) ; la encore, tout processus fini redonne un flot simple. 





Fig. 10: Des composantes de Reeb dans l'elliptique 



Les germes de feuilletages de surface au voisinage d'une singularite isolee ont ete etudies en 
toute generalite par Kaplan ([Kap42|). 



6.4 Flot le plus complique possible 

En premiere approximation, on peut mesurer la complexity d'un flot (du plan, par exemple) par 
son ensemble singulier : celui-ci est defrni comme la reunion des orbites qui ne sont pas separees 
dans l'espace des feuilles du feuilletage par orbites ; ou comme l'ensemble des points de discon- 
tinuity: de l'application li x >— * orbite de x" (pour une topologie de Hausdorff) ; ou encore comme 
la reunion des bords des composantes de Reeb, une composante de Reeb etant un sous-ensemble 
du plan, pas necessairement ferme, sur lequel le feuilletage est homeomorphe au feuilletage de 
Reeb (represente figure [ll]). L'ensemble singulier est alors la reunion des ensembles positivement 

/ Bord positif 
/ (ensemble negativement singulier) 




^^^^Bord negatif 

(ensemble positivement singulier) 



Fig. 11: Une composante de Reeb 



singulier et negativement singulier, ceux-ci etant dermis comme la reunion des bords negatifs (re- 
spectivement des bords positif s) des composantes de Reeb (cf. figure O). Remarquons encore que 
l'ensemble singulier est l'ensemble des points en lesquels la famille {h™} n'est pas equicontinue pour 
la metrique spherique, ce qui en fait l'analogue des ensembles de Julia de la dynamique holomorphe. 
L'ensemble singulier est etudie dans pCer34 |HT53| , [Nak95a| , [Nak95b| , |BLR| ]. 

Proposition 6.1. // existe un flot du plan, sans orbite periodique ni point singulier, dont les 
ensembles positivement et negativement singuliers sont chacun denses dans le plan. 



Preuve — On peut trouver une construction compliquee due a T. Homma et H. Terasaka dans 



|HT53 . Voici une construction elegante que m'a signalee C. Bonatti. On considere le feuilletage 



du plan par les droites verticales. Enlevons les points de l'ensemble 

F = {(Z,q) \p,qeZ,q^0} ; 

il nous reste un ouvert U muni d'un feuilletage T , que l'on releve au revetement universel U ~ R 2 
pour obtenir un feuilletage T du plan. Soit ((f>t)teW. n'importe quel flot de U dont les orbites sont 
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Bord positif 



Bord negatif - 




Fig. 12: La reunion des feuilles de T qui rencontrent le demi-disque D est une composante de Reeb 

les feuilles de T \ alors les ensembles positivement et negativement singuliers de ((fit)teR sont egaux, 
et constitues de tous les points de U d'abscisse rationnelle (figure [l2]; remarquons que la droite 
verticale d'abscisse p/q dans le plan contient une infinite de points de l'ensemble F, tous les points 
((kp) I (kq), kq)). Les ensembles singuliers sont done denses. Comme la preimage d'une composante 
de Reeb au revetement universel est une reunion de composantes de Reeb, e'est aussi le cas pour 
n'importe quel not le long de T . □ 

Cet exemple montre une des limites du theoreme de la "fleur topologique" (cf section ||) : 

Corollaire 6.2. II existe un homeomorphisme local h fixant uniquement 0, d'indice 2, pour lequel 
il n'y a ni petale attractif regulier ni petale repulsif regulier. 

Preuve Si P est un petale attractif regulier et D un disque inclus dans l'interieur de P, 
la suite des iteres (h n (D)) n >o tend vers le point fixe (par exemple au sens de la topologie de 
Hausdorff). 

Considerons alors l'homeomorphisme hi temps un de Pexemple de la proposition |6.l| , au voisi- 
nage du point fixe a l'infini. Ce point fixe est d'indice 2 (a cause de la formule de Lefschetz). D'autre 
part, l'interieur de tout disque du plan rencontre l'ensemble positivement singulier de h\ (qui est 
le bord negatif d'une composante de Reeb), done la limite de la suite (h™(D)) n >o contient le bord 
positif d'une composante de Reeb : ceci montre qu'aucun petale attractif en l'infini n'est regulier. 
□ 



Remarquons que le feuilletage J- ci-dessus possede un grand nombre de symetries (tous les 
automorphismes du revetement utilise dans la construction) ; par contre, on peut choisir un flot 
(0t)t g R le long de T qui n'a aucune symetrie, au sens ou les seuls homeomorphismes du plan 
commutant avec 4>\ sont les (fit ■ On pourrait egalement construire un homeomorphisme h preservant 



chaquc fcuillc de J 7 , et ne commutant qu'avec ses iteres (en utilisant les idees de [LR99t] et 
de pLRp. 



6.5 Modification simple de flots 

II existe des germes d'homeomorphismes qui ne sont pas temps un d'un flot. C'est le cas de 
l'exemple de la figure |l3|. En effet, quand h est temps un d'un not, l'ensemble stable du point fixe 
(defini comme {x \ lim n ^+oo h n (x) = 0}) est reunion d'orbites du flot ; ca ne peut pas etre le cas 
pour ce dessin. Remarquons qu'on construit facilement une bonne mesure preservee par ce germe. 

Dans le cas holomorphe parabolique, le voisinage de est feuillete par des courbes invariantcs 
(figure |^) ; en particulier, on trouve des courbes totalement invariantes arbitrairement petites. Ceci 
est encore vrai pour des flots. Mais il n'y a pas d'equivalent de cette propriete pour les homeo- 
morphismes : en effet, la figure |l4] montre un germe d'homeomorphisme, d'indice 2, pour lequel il 
existe un voisinage V du point fixe tel que tout ensemble connexe, ne contenant pas le point fixe, 
et totalement invariant doit sortir de V (| LR97| ). 
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Fig. 13: Cet homeomorphisme n'est pas le temps un d'un flot 




Fig. 14: II n'existe pas de "petit" ensemble connexe totalement invariant 



6.6 Modification compliquee de flots 

Les exemples precedents ressemblent encore beaucoup a des flots (notamment par le fait qu'ils se 
laissent facilement dessiner). Les choses se compliquent pour l'intuition (comme pour le dessinateur) 
quand des orbites "se croisent" . Dans la proposition suivante, on note W^n et W_s les ensembles 
stables de N et S, i. e. W^ N = {x e § 2 | lim„^ +00 h n (x) = N}. 

Proposition 6.3. Pour tout entier p, il existe un homeomorphisme h de la sphere S 2 , verifiant : 
-ha exactement deux points fixes N et S ; 

- il existe un disque topologique D tel que 

- dD c W^ N ; 
d n W-> s + ; 

- les indices des points N et S sont respectivement l+p etl—p. 

De plus, si p > 0, h preserve une bonne mesure au voisinage de S . 

Comme pour beaucoup d'exemples, on va partir d'un flot tres simple et lui faire subir une serie 
de modifications libres : 



Definition 6.4 (M. Brown, figure 15). L' homeomorphisme est une modification libre de 
hi a support dans D si h,2 = <j> ° hi , oil <j> est un homeomorphisme tcl que : 

1. lc support de </> est inclus dans D, autrement dit tout point hors de D est fixe par </>; 

2. D est un disque topologique ferme d'interieur libre pour hi, c'est-a-dire verifiant /ii(Int(D))n 
D = %. 

L'interet des modifications libres est qu'on a : 

Affirmation 6.5. Une modification libre ne change pas I'ensemble des points fixes, ni les indices 
des points fixes isoles. 

La preuve est immediate (en particulier, on peut toujours calculer les indices le long de courbes 
qui evitent le support de la modification libre) . 
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Preuve de la proposition (Lc - La figure ^ represents un flot sur une demi-sphere, qui est 



compose d'un secteur hyperbolique en S, et en N d'un secteur elliptique avec une petite bulle 
elliptique. Soit hi le temps un de ce flot, que Ton complete sur la "face cachee" (demi-sphere 
restante) par n'importe quelle dynamique sans point fixe, de maniere a obtenir les indices souhaites 
pour les points N et S. Soit D un disque topologique ferme comme sur la figure suffisamment 
petit pour etre disjoint de son image. Remarquons que D C W^^(hi), mais que la suite (/i") n >o 
ne converge pas uniformement vers N sur D (le bord de la bulle est dans l'ensemble positivemcnt 
singulier de hi) . 

La figure [17] represente les iteres positifs de D au voisinage du point fixe S. Soit 7 un petit arc 
issu de S, transverse au flot, qui rencontre tous les iteres /i"(Int(Z?)) pour n > ; on choisit pour 
chaque n > un point x n sur Int(/i™(D)) n 7. 

Le point xq tente de s'enfuir vers N a chaque iteration par hi , le but du jeu va etre de le ramener 
vers S par des modifications fibres. On choisit pour chaque n > 1 un disque D n inclus dans h™(D) 
et contenant hi(x n -i) et x n ; ainsi qu'un homeomorphisme 4>n qui est l'identite hors de D n et qui 
envoie h±(x n -i) sur x n . On pose alors /12 = 4>i h\, et par recurrence h n+ i = <p n o h n . D'apres 



raffirmation 6.5, h n n'a pas d'autres points fixes que N et S, avec le meme indice que hi. D'autre 
part, on a pu choisir les D n de maniere a ce que la suite (D n ) tende vers S (pour la topologie de 
Hausdorff), et dans ce cas la suite (h n ) converge uniformement vers un homeomorphisme hoc. 
Cet homeomorphisme repond au probleme ; en effet : 

- on n'a pas modific la dynamique sur les iteres de dD ; on a done, comme pour hi, dD C 
W_>at(/ioo) ; 

- la suite {x n ) n >i est devenue une demi-orbite positive de hoc ; done xq est un point de D dont 
les iteres positifs tendent vers 5*. 

- si p > 0, on a pu partir d'un flot hi qui, au point S, est un germe de flot "simple" ne compor- 



tant que des secteurs hyperboliques (voir section 6.1) ; ce flot preserve une bonne mesure au 
voisinage de S. Pour que hoc preserve encore cette mesure, il suffit alors qu'elle soit preservee 
par chacun des homeomorphismes cj> n ; ceci est possible (on montre tres facilement que le 
groupe des homeomorphismes du disque preservant la mesure de Le besgue agit transitive- 



ment sur l'interieur du disque; et le theoreme d'Oxtoby-Ulam [ OU41 | permet de generaliser 



ce resultat a n'importe quelle bonne mesure sur n'importe quel disque topologique ferme). 



□ 



Cet exemple montre une des limites du theoreme de la "variete" stable topologique : ici, con- 
trairement au cas des points hyperboliques de la dynamique differentiable, ni l'ensemble stable de 
S ni son ensemble stable local, ni meme leurs adherences, ne sont connexes (cette remarque repond 
a une question de S. Baldwin et E. E. Slaminka, voir [ BS89| ). 



6.7 Difficultes cachees 

Finissons ce panorama d'exemples en mentionnant un des pieges des germes d'homeo- 
morphismes de surface (ou de diffeomorphismes non hyperboliques) : le simple dessin d'un germe 
hyperbolique selle (troisieme dessin de la figure |l|) est trompeur, parce qu'on pourrait croire qu'il 
suffit a definir la dynamique ; en realite, il existe une infinite (non denombrable) de classes de 
conjugaison de germes d'homeomorphismes qui sont toutes representees par ce dessin. Formelle- 
ment, ces homeomorphismes preservent tous chaque feuille du fcuillctage par hyperboles dessine 
sur la figure |l|, et deplacent les points dans le sens des fleches ; mais la liberte dans le choix de 
la longueur du deplacement le long de chaque feuille permet cette coexistence d'une infinite de 
dynamiques distinctes (bien qu'extremement semblables). Certains de ces germes sont temps un 



d'un flot, d'autres non, certains ne sont meme conjugues a aucun de leurs iteres h n . Le texte [BLR] 
donne une idee de la diversite de cette faune, en decrivant un nouvel invariant de conjugaison des 
homeomorphismes de Brouwer, l'ensemble oscillant. 
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Fig. 15: Modification libre 



N 




Fig. 16: Flot a modifier 
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Deuxieme partie 

Intermede : du local au global 

Les resultats sur les homeomorphismes locaux vont se deduire de l'etude de la dynamique d'une 
certaine classe d'homeomorphismes de la sphere ; cette partie fait le lien entre le contexte local et 
le contexte global. 



7 Le theoreme d'extension 

Theoreme 7.1 (d'extension). Soit h : U — » V un homeomorphisme local |^| fixant uniquement 
0. Alors il existe un homeomorphisme H : R 2 — > R 2 , fixant uniquement 0, ayant le meme germe 
que h en 0. 

Ce theoreme est deja connu : il apparait essentiellement dans un article de O. H. Hamilton, qui 



l'attribue a M. H. A. Newman (voir Ham54 ]). 

Nous donnons ici une nouvelle preuve, reposant uniquement sur la thcorie clementaire des 
revetements, principalement sur les theoremes de classification des revetements et de relevemcnt 



des applications (voir |Spa66 , chapitre 2, theoremes 13 et 5 des sections 5 et 4). Plus precisement, 



nous allons demontrer la proposition suivante 

Proposition 7.2. Soit h : U — > V un homeomorphisme local fixant uniquement ; on suppose 
que U est un disque topologique ferme ^, et on note W n'importe quel ouvert connexe, contenant 
le point 0, tel que W et son image h(W) sont inclus dans U . 

Alors la restriction de h d W s 'etend en un homeomorphisme H du plan dont est le seul point 
fixe. 

Voici l'idee de la preuve : il est facile d'etendre h en un homeomorphisme du plan si Ton 
autorise l'apparition de nouveaux points fixes ; toute la difficulte consiste ensuite a eliminer ceux- 
ci. A l'aide de la theorie des revetements, on montre que l'application identite de U peut s'etendre 
en une application q du plan R 2 sur le complementaire de l'ensemble des points fixes a eliminer, 
qui est un revetement (sauf au dessus du point fixe 0, qui n'a qu'un seul antecedent par q). On 
obtient alors le resultat en relevant l'homeomorphisme h par cette application g.Q Soulignons Pun 



des interets de la methode par revetement : cette partie de la construction est canonique (voir | LR ] 
pour une application de cette remarque). 

La figure ^ montre un homeomorphisme local h : U — > V , fixant uniquement 0, mais tel que 
tout homeomorphisme H qui etend h possede au moins deux points fbcefl. Ceci montre qu'on ne 
peut pas etendre h sans restriction prealable, et explique le role de W dans l'enonce . 




Preuve de 
connexe, et tout point 



la proposition 7.1 - Pour tout espace topologique X localement simplement 
xq de X, on notera ni(X, xq) le groupe fondamental de X base en xq. 



° Definition EJ . 
6 Dcfinition uTi . 

7 Cette application q n'apparait pas explicitement dans la 
8 On peut prouver cette affirmation en utilisant le lemme 



reuve ci-dessous, mais correspond a l'application pos. 
ci-dessous. 
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Quand cela a un sens, on note /# l'application induite par une application continue / au niveau 
des groupes fondamentaux. On notera aussi, pour tout sous-ensemble X du plan, X = X \ {0}. 



Extension avec points fixes Comme U est un disque topologique ferme, le theoreme de Schoen- 
flies (voir appendice) permet d'etendre h en un homeomorphisme du plan, que Ton note encore h ; 
bien sur, en general, cet homeomorphisme a des points fixes hors de U. 

Soit O l'unique composante connexe de R 2 \ Fixe(h) contenant U ; on a h(0) = O. 

Revetement de O par un anneau ouvert Soit xq un point de W, et notons i l'inclusion de 
U dans O. Le groupe tti(U,xq) est isomorphe au groupe infini cyclique Z, et s'identifie via i# 
a un sous-groupe de iri(0,xo) que l'o n note G. Soit p : (0,xq) — > (0,xq) le revetement tel que 
p#(iri(d, xq)) = G (theoreme V.13 de ||Spa66 1). L'espace topologique O est une surface orientable, 



sans bord, de groupe fondamental isomorphe a Z, il est par consequent homeomorphe a l'anneau 
ouvert A = R/Z x R. 

Soit U la composante connexe de p _1 (C/) qui contient xq ; on voit facilement que la restriction 
de p a U est un homeomorphisme sur U (ceci vient du fait que p#(iri(U,Xo)) = tti(U,xo) et du 
theoreme de relevement des applications). Dans la compactification de l'anneau O en deux bouts, 
on note +00 le bout qui est dans l'adherence de U . On considere alors l'inverse de la restriction de 
p a U : elle s'etend en en un homeomorphisme s entre U ett/U{+oo}. 

Releve de h Puisque xq est dans W, que W et h(W) sont inclus dans U, et que h preserve 
l'orientation, on a h#(G) = i#iri(U, h(x )). f\ Par consequent, p#(-K\{d,s o h(x ))) — h#(G) = 
(h o p)#(7Ti(0, Xo))- Le theoreme de relevement des application entraine alors l'existence d'une 
(unique) application h : O —> O telle que ph = hp, et qui envoie xq — s(xo) sur s(h(xo))- Cette 
application est un homeomorphisme (car c'est un revetement qui induit un isomorphisme au niveau 
des groupes fondamentaux). Cet homeomorphisme se prolonge en un homeomorphisme du plan 
O U {+00} qui fixe +00, et qui n'a pas d'autre point fixe (car h n'a pas de point fixe autre que 
dans O). L'application s etablit une conjugaison entre le germe de h en et celui de h en +00. 

Le theoreme de Schoenflies permet de prolonger s en un homeomorphisme S entre I 2 et O U 
{+00}. On vcrific que l'homeomorphisme du plan H = S~ 1 hS fixe seulement 0, et qu'il coincide 
avec h sur W (car h(s(W)) C s(U)). □ 



9 C'est ici que la preuve "coince" si h(W) n'est pas inclus dans U : en effet la pr emi ere extension de h aurait alors 
pu faire apparaitre des points fixes "dans les trous" entre W et h(W) (voir figure |l8[ ) ; dans ce cas, on n'aurait pas 
cette egalite. 
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Troisieme partie 

Dynamique globale : enonce et resultats 
preliminaires 



Dans cette partie, on enonce un theoreme sur la dynamique de certains homeomorphismes de 
la sphere (section ||) , et on introduit les outils necessaire a sa demonstration : la theorie des homeo- 
morphismes de Brouwer (section Sh, la notion d'indice partiel (section |To|) , et les decompositions en 
briques (section |TT|). Les parties [7Ji| et [7^ sont independantes des parties et |/^. Dans la partie \H\ 
les sections et 11 sont independantes, et peuvent itre lues dans un ordre quelconque. 



8 Definitions, enonce 

On note § 2 la sphere topologique orientee de dimension 2, AT et S deux points distincts de S 2 . 
On se donne un homeomorphisme h de S 2 qui preserve l'orientation. On suppose que 

Fixe(h) = {N, S}, ou Fixe(/i) est l'ensemble des points fixes de h, 

Fixe(ft) = {x G § 2 | h{x) = x}. 
L'ensemble de ces donnees sera appele "hypothese (H2)". 

8.1 Definitions 

Definition 8.1. Un ensemble E C § 2 est positivement invariant si h(E) C E ; on dit aussi que 
E est un attracteur. L'ensemble E est un attracteur strict si h(E) C Int(-B) UFixe(/i). On definit 
aussi les ensembles negativement invariants, repulseurs et repulseurs stricts en changeant h en hr x . 
Un ensemble E est totalement invariant si il est a la fois positivement et negativement invariant 
(h(E) = E), 

Definition 8.2. Un disque topologique ferme (respectivement ouvert) est un ensemble homeo- 
morphc au disque unite ferme (respectivement ouvert) du plan. 

Definition 8.3 (figure [l9| ). Un petale attractif base en S est un disque topologique ferme P 
dans S 2 , verifiant : 

S G dP; 

- N?P; 

- P est un attracteur strict. 

Un petale repulsif est un petale attractif pour h~ x . On definit de meme les petales attractifs et 
repulsifs bases en N. 




5* 



Fig. 19: Un petale attractif en S 
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Definition 8.4 (figure 20). Un croissant attractif pour h est un disque topologique ferme C 
dans § 2 , verifiant : 

- N, S G dC ; 

- C est un attracteur strict. 

Un croissant repulsif est un croissant attractif pour h . 




s 

Fig. 20: Un croissant attractif 

Certains croissants ont la propriete d'etre des limites de petales : 

Definition 8.5 (figure pi]). Le croissant attractif C est dit a dynamique Nord-Sud si de plus 
pour tout voisinage On de N, il existe un petale attractif P base en S tel que 
P C C; 
- C\P c O n . 

Un croissant repulsif a dynamique Sud-Nord est un croissant attractif a dynamique Nord-Sud 
pour hT 1 . On definit de meme les croissants attractifs a dynamique Sud-Nord et les croissants 
repulsifs a dynamique Nord-Sud en inversant les roles des points N et S. 




Fig. 21: Un croissant attractif a dynamique Nord-Sud 



8.2 Enonce du theoreme principal 

On peut maintenant enoncer le resultat qui constitue le coeur de Particle (figure p2|) : 
Theoreme 8.6. Soit h un homeomorphisme de la sphere, preservant V orientation, fixant unique- 
ment les deux points N et S (hypothese (H2)), et tel que Indice(iV) = 1 — p < 1. 

II existe alors p croissants attractifs a dynamique Nord-Sud, et p croissants repulsifs a dy- 
namique Sud-Nord, deux a deux d'intersection reduite a {N, S}, les croissants attractifs et repulsifs 
etant cycliquement alternes autour de N et S. 

D'apres le theoreme de Scliocnnies-Homma (voir l'appendice), on peut supposer que les bords 
des croissants et leurs images sont des grands cercles (geodesiques) de la sphere euclidienne ; le 
theoreme est alors illustre par la figure ^2[ Remarquons que les hypotheses du theoreme ne sont 
pas symetriques en TV et S : le point N est d'indice 1 — p < 1, tandis que l'indice de S est 1+p > 1 
(d'apres la formule de Lefschetz) ; la conclusion est tout aussi dissymetrique : notamment, tous les 
petales associes aux croissants sont bases en S. 



22 




8.3 Idee de la preuve du theoreme 8.6 



Expliquons brievement les grandes etapes de la preuve du theoreme. On commence par constru- 
ire une decomposition en briques : il s'agit d'une sorte de triangulation de §> 2 \{N, 5*}, suffisammcnt 
fine pour que chaque triangle (appele ici brique) soit disjoint de son image par h (section |ll|) . On 
cherche alors des croissants et petales simpliciaux, c'est-a-dire qui sont des reunions de briques 
de la decomposition. Une courte etude combinatoire permet tout d'abord de trouver un premier 



croissant simplicial (en fait, on se contente d'en trouver un cote, proposition 12. IS et section |16|) . 
Par ailleurs, on montre que tout cr oissa nt simplicial minimal pour l'inclusion est a dynamique 
Nord-Sud ou Sud-Nord (proposition 12. £ et section [lj). 



On considere alors une famille maximale T de croissants attractifs et repulsifs simpliciaux 
minimaux deux a deux d'interieurs disjoints (section |l3| ). II reste a montrer que cette famille T 
contient suffisamment de croissants. Pour cela, on calcule l'indice du point fixe N a l'aide de la 
notion d'indice partiel (etudiee a la section |Io|) . Dans ce calcul (proposition |l2.12 et section , on 



montre d'une part que les zones entre deux croissants successifs de la famille T ont une contribution 
nulle (c'est une consequence de la maximalite de T). D'autre part, la contribution d'un croissant 
vaut +1/2 ou —1/2 selon qu'il est attractif ou repulsif, et a dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord : 



les "bons" croissants (ceux des deux types recherches par le theoreme 8.6) ayant une contribution 
negative et les "mauvais" une contribution positive. Un petit argument combinatoire montre alors 
que la famille de croissants T contient une sous-famille satisfaisant le resultat du theoreme. 

II reste a preciser que les resultats intermediaires sont racontes dans un cadre different, obtenu 
en relevant la dynamique au revetement universel de § 2 \ {N, S}. L'existence d'une unique maniere 
non triviale^j de relever la dynamique est prouvee a la section [l7| On peut resumer l'interet de 
ce passage au revetement par le fait suivant : dans la sphere, le complementaire d'un croissant est 
connexe ; par contre, le releve d'un croissant au revetement universel est une bande qui separe le 
plan en deux composantes connexes, ce qui permet de parler du "cote droit" et du "cote gauche" 
de la bande. 



9 La theorie de Brouwer 

Dans cette section, on rappelle des objets et des resultats autour de la theorie de Brouwer : 
l'indice, les chaines de disques et une variante d'un lemme de Franks qui joue un role important 
dans ce texte, les droites de Brouwer et l'enonce du theoreme de translation plane. 

La theorie de Brouwer traite des homeomorphismes de la sphere S 2 qui n'admettent pas 
de courbe d'indice 1. Le point cle est que cette hypothese interdit presque toute forme de 
recurrence non triviale dans la dynamique (section [T^). Cette propriete remarquable permet en- 
suite de montrer que tous ces homeomorphismes peuvent etre obtenus en recollant des trans- 
lations : plus precisement, le complementaire des points fixes est recouvert par des ouverts 
totalcmcnt invariants, homeomorphes au plan (autrement dit : connexes et simplement con- 
nexes), sur lesquels la dynamique est conjuguee a une translation du plan; c'est une partie de 



J C'est-a-dire non conjuguee a une translation, voir la proposition 17.5 
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ce qu'on app e lle le theoreme de tr a nslation plan e (secti on 3.4). Les references modernes sont 
[]BF93| , |Bro84l |Bro85j |Br"o90al |Fat87| , |Fra92j |Gui94| |Gui95| , |LCS96 |. 

La theorie construit notamment des courbes disjointes de leur image, appelees droites de 
Brouwer (section |9.3| ) ; de telles courbes formeront les bords des croissants et des petales dans 
la preuve du theoreme principal. 

On suppose desormais que h est un homeomorphisme de la sphere § 2 , preservant 
l'orientation, n'ayant qu'un nombre fini de points fixes (h poss ede a u moins un point fixe 
d'apres la formulc de Lefschetz, voir ci-dessous). A partir de la section |9.3| , on supposera de plus 
que h n'a pas de courbe d'indice 1. 



9.1 Rappels sur l'indice 



La formule de Lefschetz est expliquee dans les livrcs [ GP74 dans le cadre differentiable, [ Bro71 
Dol95| dans le cadre topologique. 



• Indice d'une courbe dans le plan 



Definition 9.1. Une courbe du plan est une application continue 7 de [0,1] dans R 2 . Elle est 
simple si c'est une application injective (on dit aussi que c'est un arc) ; fermee si 7(0) = 7(1) ; 
fermee simple si elle n'a pas d'autre point double que 7(0) (dans ce cas, on parle aussi de courbe 
de Jordan, ou de cercle topologique). Une courbe va de X a Y ou joint X et Y si 7(0) G X et 
7(1) € Y . Les extremites de 7 sont les points 7(0) et 7(1) ; son interieur est 7(]0, 1[), note Int(7). 

On utilisera le meme vocabulaire pour les courbes de la sphere. On confondra souvent une 
courbe et son image. 

Soit 7 une courbe du plan euclidien R 2 . Si v est un champ de vecteurs continu defini sur 7 et ne 
s'y annulant pas, on appelle indice de v le long de 7, et on note Indice(i/, 7), la variation angulaire 
de v quand on parcourt 7 : plus precisement, soit <f> le revetement universel du cercle unite du 
plan : 

<t> : E — > S 1 

9 1 — > exp(2i7r6)). 



L'application 



/ = 



v o 7 
|z7o 7 | 



[0,1] 



S 1 



se releve par </> en une application F : [0, 1] — *■ K {i.e. telle que 4>o F — /), et on pose Indice(w, 7) = 
F(l) — F(Q). Remarquons que si 7 est une courbe fermee, l'indice est un nombre entier. 

Soit g une application continue d'un ouvert U du plan dans le plan, et E l'ensemble des points 
fixes de g ; on definit sur U \ E le champ de vecteurs 



9x 



HsO) -x\\ 



Si maintenant 7 est une courbe dans U \E, on pose Indice(g, 7) = Indice(g, 7). 

Si 7 est une courbe fermee, l'entier Indice(g, 7) ne depend que de la classe d'homotopie de 7 (en 
tant que courbe fermee) dans le complementaire des points fixes de g : en particulier, une courbe 
qui y est nulhomotope est d'indice nul. L'indice est un invariant de conjugaison, e'est-a-dire que 
pour tout homeomorphisme <j) preservant l'orientation, on a 

Indice(</> 050 (f>~~ , 0(7)) = Indice(g, 7). 

En effet, l'espace des homeomorphismes du plan preservant l'orientation est connexe, et le nombre 
lndice(0 o£o_^ _1 , (^(7)) est un entier qui depend continument de 4>, il est done constant (voir par 



exemple | LR97 | pour les proprietes topologiques des espaces d'homeomorphismes de surfaces). 



24 



• Indice d'un point fixe 

Soit g comme ci-dessus, et xo un point fixe isole dc <?, c'cst-a-dirc un point isole de l'enscmblc 
E. On definit alors l'indice de x$ comme l'indice de n'importe quelle courbe de Jordan 7 dans U 
qui entoure Xq mais n'entoure aucun autre point fixe. Ce nombre ne depend pas de la courbe 7 
choisie, et ne depend que de la classe de conjugaison du germe de g en i B . 

On a alors la formule suivante : l'indice d'une courbe de Jordan 7 qui n'entoure qu'un nombre 
fini de points fixes de g est egal a la somme des indices de ces points fixes. 



• Indices sur la sphere 

Revenons a notre homeomorphisme h de la sphere. On peut maintenant definir l'indice d'un 
point fixe de h en se ramenant au plan au moyen d'une carte de la sphere. 

Comme h est isotope a l'identite, et comme la caracteristique d'Euler-Poincare de la sphere 
vaut 2, on a la formule de Lefschetz (voir []) : 

La somme des indices des points fixes de h vaut 2. 
Notamment, h a au moins un point fixe. 

Soit 7 une courbe de Jordan de la sphere evitant les points fixes de h. Choisissons un point fixe 
de h, que l'on va noter 00, et identifions l'ouvert § 2 \ {00} au plan. On peut montrer que l'indice 
de 7 dans cette carte, que l'on note Indiceoo(/i, 7), ne depend que de la position de 00 par rapport 
a 7 : plus precisement, le complementaire de 7 dans § 2 a exactement deux composantes connexes 
(theoreme de Jordan) ; si 00 et 00' sont dans la meme composante connexe, on a Indiceoo' (h, 7) = 
Indiceoo(/i, 7) ; dans le cas contraire (i.e. si 7 separe 00 et 00'), Indices (ft., 7) = 2 — Indiceoo (h, 7). 
Cette affirmation est en fait evidente si h n'a qu'un nombre fini de points fixes (avec la formule 
de Lefschetz), puisque l'indice d'une courbe plane est la somme des indices des points fixes qu'elle 
entoure. 

II ressort de ce qui precede que : 
Affirmation 9.2. Soit 7 une courbe de Jordan sur la sphere; les proprietes suivantes sont equi- 
valentes : 

1. il existe un point fixe 00 de h tel que Indiceoo (/i, 7) = 1 

2. pour tout point fixe 00 de h, Indiceoo (h, 7) = 1 ; 

3. la somme des indices des points fixes de h dans chacune des deux composantes du 
complementaire de 7 vaut 1. 

L 'affirmation precedente permet de dire ce qu'est une courbe de Jordan d'indice 1 dans la 
sphere : 

Definition 9.3. Une courbe 7 dans § 2 est dite d'indice 1 si les proprietes equivalentes de l'affir- 



mation 9.2 sont verifiees. 



• Indice des bords des disques attractifs 

Finissons par un lemme qui nous servira a plusieurs reprises, et dont la preuve est typique des 
calculs d'indices : 

Lemme 9.4. Soit D un disque topologique ferme de S 2 dont la frontiere ne contient pas de point 
fixe. Si D est un attracteur ou un repulseur, alors le bord de D est une courbe d'indice 1. 



Preuve Quitte a changer D en son complementaire, on suppose que D est un attracteur. 
Le disque complementaire de D est un attracteur pour /i -1 , il contient done un point fixe de h 
(d'apres le theoreme de point fixe de Brouwer). Le complementaire de ce point fixe est identifie au 
plan. En utilisant le theoreme dc Schoenflies, on se ramene alors a la situation ou D est le disque 
unite du plan. 

Pour tout t e [0,1], on note <pt l'homothetie de centre (0,0) et de rapport t, et on pose 
ht(x) — 4>t h(x). L'hypothese h(D) C D entraine que ht n'a pas de point fixe sur 3D. Le 
nombre Indice(ft t , 3D) est done defini pour tout t, e'est un entier qui varie continument, il 
est done constant. D'autre part, h\ — h, et ho est l'application constante x 1— > (0,0), d'ou 
Indice(/i, 3D) = Indice(/i , dD) = 1. □ 
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9.2 Recurrence entraine indice 1 

Les trois lemmes de ce paragraphe annoncent l'existence d'une courbe d'indice 1 sous des 
hypotheses de "quasi-periodicite" de plus en plus faibles, illustrees par la figure [23. 






Point periodique Disque libre non errant Chaine de disques periodique 

Fig. 23: Trois types de recurrence de plus en plus fins 



• Orbite periodique 

Lemme 9.5. Si h a un point periodique non fixe, alors il existe une courbe d'indice 1. 



Nous admettons ce lemme : pour la preuve en toute generality, voir [ Gui94 |, | Fat87 |, [ Bro84 
ou HBF93|1 . 



Si la periode est 2, voici un argument adapte de la preuve de A. Fathi revisitee par M. Barge 
et J. Franks. On considere le revetement ir : S 2 — > S 2 a deux feuillets ramifie au dessus des deux 
points de l'orbite periodique. Soit h un releve de h par tt, et F le sous-ensemble des points fixes 
de h constitue de ceux qui se relevent en deux points fixes de h. Alors l'ensemble des points fixes 
de h est 7r _1 (F) ; la somme des indices des points de tt^ 1 (F) pour h est done egale a 2 (formule 
de Lefschetz) ; mais e'est aussi le double de la somme des indices des points de F pour h. D'apres 
l'affirmation 9.2, toute courbe separant F des autres points fixes de h est d'indice 1. 

Pour une periode plus grande, on ne connait pas de preuve de "topologie algebrique" . L'idee de 
[]BF93[1 consiste a se ramener au cas d'une periode 2 en effectuant une scric de modifications fibres 
de h (definition 3.4). Nous allons deduire les deux lemmes suivants de ce lemme admis. 



• Disque libre non errant 

Definition 9.6. Un ensemble connexe C est libre s'il est disjoint de son image h(C). 



Lemme 9.7 (figure 23, milieu). Soit D un ensemble connexe par arcs de la sphere. On suppose 
que D est libre, mais qu'il rencontre Vun de ses iteres h n (D) pour n ^ 0. Alors il existe une courbe 
d'indice 1. 

La preuve utilise la notion de modification libre (definition ^J) . 



Preuve du lemme 9A - Dans un premier temps, on suppose que D est un disque topologique 
ouvert. On peut d'abord supposer que n est positif (quitte a remplacer D par D' = h n (D) et n 
par n 1 = —n), puis que e'est le plus petit entier positif verifiant D n h n (D) ^ 0. Par hypothese, il 
existe un point x de D tel que h n {x) G D. Soit <fi un homeomorphisme qui envoie h n (x) sur x et 
qui est Pidentite hors de D ; on pose h\ = <f> o h (voir figure |24j). 

En utilisant la minimalite de n, on voit qu'en restriction a D, on a /i™ = <j) ° h n . On en deduit 
que x est un point periodique de h\. D'apres le lemme 9J5, il existe une courbe 7 d'indice 1 pour 
h\. D'autre part, les modifications fibres ne changent pas Pindice des courbes, done 7 est aussi une 
courbe d'indice 1 pour h. 

On traite maintenant le cas general, oil D est n'importe quel ensemble connexe par arcs. Soit x 
un point de D tel que h n (x) soit aussi dans D. Soit 7 un arc inclus dans D allant de x a h n (x). Cet 
arc est clairement libre ; en utilisant le theoreme de Schoenflies, on trouve un disque topologique 



2G 



h 



Fig. 24: Transformation d'une orbite "quasi-periodique" en orbite periodique 



ouvert D' , contenant 7, qui est encore libre; or D 1 rencontre son itere h n {D'). On conclut alors en 
appliquant le premier cas. □ 

Rappelons que I'ensemble cu-limite d'un point x est 

Uj(x) — p| Adh({h n (x) I n > n }). 

n >0 

Corollaire 9.8. Soit x £ S 2 ; si il n'y a pas de courbe d'indice 1, alors u(x) est reduit a un point 
fixe de h : autrement dit, la suite (h n (x)) n >o converge vers un point fixe de h. 

Preuve - - Soit xq un point dcS 2 qui n'est pas fixe. Alors tout disque D centre en xq et assez 



petit est libre. D'apres le lemmc |9.7| , D est disjoint de tous ses iteres (on dit que xq est un point 
errant) , autrement dit aucune orbite ne peut rencontrer D plus d'une fois ; done xo n'est dans 
I'ensemble u-limite d'aucun point x. 

Ceci montre que pour tout x, uj(x) C Fixe(/i) ; il reste a voir que uj{x) nc peut pas contenir deux 
points fixes distincts. Soit k le nombre de points fixes de h, soit V\, • ■ ■ , Vk des petits voisinages 
ouverts (disjoints) de chacun des points fixes, et K le compact complementaire de la reunion des 
Vi. On peut choisir les Vi assez petits pour que la propriete de transition suivante soit respectee : 
tout point x dans un Vi qui a un itere futur h n (x) dans un autre Vj doit avoir un itere intermcdiaire 
h m (x) (0 < to < n) dans K. D'autre part, K peut etre recouvert par un no mbr e fini de disques 
libres, et chaque disque libre ne peut contenir qu'un seul itere de x (lemme |9.7| ). Le point x n'a 
done qu'un nombre fini d'iteres positifs dans K ; d'apres la propriete de transition, tous ses iteres 
assez grands appartiennent alors au meme Vi, et oj{x) contient un point fixe. □ 



• Chaine de disques periodique 

Le concept de chaine de disques a ete introduit par J. Franks pour generaliser le theoreme 
de Poincare-Birkhoff (| Fra88| ). II permet d'affaiblir encore l'hypothese de quasi-periodicite du 



lemme |9.7| . Le lemme de J. Franks concerne les chaine de disques ouverts (definition |9.10| ci 
dessous). Nous donnons ici une generalisation aux chaines de pseudo- disques (definitions |9.9| et 
|9.11 ). Cette petite amelioration technique nous permettra de simplifier les preuves utilisant les 



decompositions en briques, en rendant inutile la propriete de transversalite (voir ]LCS96| , |Sau01 
et la section |ll| du present texte) . 

Definition 9.9. Un pseudo-disque est une partie D de la sphere telle que pour tout x,y £ D, il 
existe un arc 7 qui va de x a ?/, tel que l'interieur de 7 est inclus dans l'interieur de D. 



Definition 9.10 (figure 23, droite). Une chaine de disques ouverts pour h est une suite 
(Bi)i—i..k, (fc > 1), de disques topologiques ouverts de la sphere tels que : 

1. les disques Bi sont disjoints deux a deux; 

2. chaque disque S, est libre; 
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3. il existe des entiers m > tels que h Ui (Bi) n Bi + i ^ pour i = 1, ■ • • , k — 1. 
La chaine de disques ouverts est dite periodique si de plus il existe nk > tel que h nk (Bk)C\B 1 ^ 0. 

Definition 9.11. Une chaine de pseudo- disques pour h est une suite (-Bi)i=i..fc, (fc > 1), de 
pseudo-disques de la sphere tels que : 

1'. les interieurs des pseudo-disques -B, sont disjoints deux a deux; 

2'. chaque pseudo-disque Bi est librc; 

3'. il existe des entiers m > tels que h ni (Bi) n Bi + i ^ pour i = 1, ■ ■ ■ , k — 1. 
La chaine de pseudo-disques est dite periodique si de plus il existe > tel que h nh (Bk)C\Bi ^ 0. 

Definition 9.12. Soit (-Bi)i=i..fc une chaine de pseudo-disques. Pour chaque entier i entre 1 et 
fc — 1, soit rii le plus petit entier positif verifiant h ni (Bi) n -Bi+i ^= 0. Les entiers 
seront dits temps de transition de la chaine de pseudo-disques, et on appellera points de transition 
des points (£t)t=i..k— i avec x^ G £?i n/i~ n; (£?i + i). Pour une chaine periodique, on definira de meme 
un temps de transition n/- et un point de transition Xk G Bk PI h~ nk (Bi). 

Lemme 9.13 ("lemme de Franks"). Si il existe une chaine periodique de pseudo-disques pour 
h, alors il existe une courbe d'indice 1. 



Preuve du lemme 9. IS — L'idee consiste a montrer que l'existence d'une chaine periodique de 
pseudo-disques entraine l'existence d'une chaine periodique de disques ouverts, puis l'existence 
d'une orbite periodique (apres une serie de modifications fibres, en generalisant la preuve du 
lemme 

Soit (Bi)i—i..k une chaine periodique de pseudo-disques, telle que k soit minimal parmi toutes 
les chaines periodiques pour h. Soient (n^) les temps de transition de cette chaine, et (xi) des points 
de transition. 

Supposons qu'il n 'existe pas de courbe d'indice 1. Montrons d'abord que k =/= 1 : en effet, sinon, 
B\ serait un ensemble fibre, connexe par arcs, qui rencontre l'un de ses iteres par h ; ceci contredirait 



le lemme 9.7 . 

La minimalite de k implique alors^] : 

(*) Vi,j,Vn>0, (h n (B i )nB j ?Q=>j = i + l). 

On en deduit que les points x\, h ni (xi), X2, h n2 (x2), ■ ■ ■ , Xk, h rik (xk) sont deux a deux distincts. En 
effet : 

1. Xi ^ h ni (xi) d'apres le lemme |9.5| ; 

2. si i ^ j, alors Xi ^ Xj (sinon h ni (Bj) rencontre Sj+i, ce qui contredit (*)) ; 

3. si i =^ j, alors Xj ^ h nj (xj) (sinon h ni+7lj (Bj) rencontre Bj+i, ce qui contredit encore (*)). 

On utilise maintenant la definition des pseudo-disques : pour chaque i, on choisit un arc 7$ 
d'interieur inclus dans l'interieur de Bi et reliant Xi et yi — h ni - 1 (xj_i). D'apres le point 2' 
de la definition d'une chaine de pseudo-disques, chaque arc 7$ est fibre. D'apres le point 1', les 
interieurs de ces arcs sont disjoints deux a deux. D'autre part, les considerations precedentes sur 
leurs extremites montrent que les arcs 74 sont egalement disjoints deux a deux. 

En epaississant legerement ces arcs (a l'aide du theoreme de Schoenflies) , on obtient des disques 
topologiques ouverts B[ (chaque B[ contient 7^), qui sont encore fibres et disjoints deux a deux. 
La suite (-B|)i=i,...,fc est alors une chaine periodique de disques ouverts. 

Quitte a changer de chaine, on peut supposer que k est encore minimal et que les (rij) sont 
les temps de transition de (1^)1=1, Dans ce cas, pour chaque i, les iteres h(xi), . . . ,/i" i-1 (xj) 
sont en dehors de la reunion de tous les disques de la chaine. Pour chaque i, on considere alors un 
homeomorphisme (pi, a support dans Adh(i?,-), qui cnvoie h ni ^ 1 (xi-\) sur Xj. Remarquons que ces 
k homeomorphismes commutent (voir figure |25| ). On pose $ = (f>\ o • • • o (j>k, et hi — $ o h. Le point 
Xi est un point periodique de hi (sa periode est la somme des temps de transition). □ 



lx Dans tout ce paragraphe, les indices i et j sont consideres modulo k. 
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Fig. 25: Transformation d'une "quasi-orbite periodique" en orbite periodique 



9.3 Droites et domaines de Brouwer 

On suppose dorenavant qu'il n'existe pas de courbe d'indice 1 dans § 2 \ Fixe(h), ce 
qui revient a dire qu'il n'existe pas de sous-ensemble de points fixes dont la somme des indices fait 
1 (affirmation 9.2). 



• Definitions 



Definition 9.14. Un plongement est une application continue injective. Un plongement est pro- 
pre si l'image reciproque de tout compact est compacte. Une droite topologique est l'image d'un 
plongement propre <fi de la droite reelle R dans § 2 \ Fixe(/i). 

Pour un plongement de M dans § 2 \ Fixe(/i), le fait d'etre propre equivaut a se prolonger 
continument a la droite achevee {— oo} UlU {+00} en envoyant les extremites +00 et —00 dans 
Fixe(/i) (ou encore, <f> est un homeomorphisme sur son image, qui est fermee dans S 2 \ Fixe(/i)). 
On confondra souvent le plongement <f> et son image. D'autre part, remarquons que l'adherence 
(dans § 2 ) d'une droite topologique est un cercle topologique ou un arc, selon qu'elle contient 1 ou 
2 points fixes. 

Definition 9.15. Si M est un espace topologique et A, B et C sont trois sous-espaces disjoints, 
on dit que C separe A et B si A et B sont inclus dans deux composantes connexes distinctes du 
complementaire de C.P] 

Definition 9.16. Une droite topologique A est une droite de Brouwer si 

1. elle est fibre par h ; 

2. dans le cas ou son adherence est un cercle topologique, elle separe son image h(A) et sa 
preimage h^ 1 (A). 



oc 



Fig. 26: Une fausse droite de Brouwer 



On peut voir des exemples de droites de Brouwer sur les figures |32 
une droite topologique fibre pour la translation r : (x,y) 



et W9l. La figure 26 represente 



(x + 1, y) sur la sphere W^J {00}, mais 
qui n'est pas une droite de Brouwer, montrant la necessite de la deuxieme hypothese. 

12 La relation "ne pas etre separes par C" est evidemment une relation d'equivalence sur Fensemble des parties 
connexes de M disjointcs de C. 
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• Proprietes 



Remarque 9.17. Soit A une droite topologique libre dont Padherence est un cercle topologique, 
et notons A la droite A orientee de maniere a ce que h(A ) soit situe a droite de A . Alors 
la deuxieme condition de la definition 9.16 est verifiee (et Ao est une droite de Brouwer) si et 
seulement si A est a gauche de h(A a ). Ceci est du au fait que h preserve l'orientation. 



Remarque 9.18. Soit A une droite topologique libre dont Padherence est un cercle topologique, et 
notons P + (Ao) Punique disque topologique ferme de la sphere, de frontiere Adh(Ao), qui contient 
h(Ao). Alors Ao est une droite de Brouwer si et seulement si P + (Ao) est un attracteur strict. Cet 
attracteur sera baptise petale attractif de Aq. 



Le lemme 3.7 entraine immediatement : 



Remarq ue 9. 19. Une droite de Brouwer est disjointe de tous ses iteres. En particulier, avec la 
remarque 9.18| , on voit qu'une droite de Brouwer pour h est une droite de Brouwer pour h n pour 



tout entier 

L'interet des droites de Brouwer reside dans Pcxistcncc d'une zone ou la dynamique est con- 
juguee a une translation : 




Fig. 27: Droites et domaines de Brouwer 



Affirmation 9.20 (figure p7| ). Soit A une droite de Brouwer. 

1. II existe un unique disque topologique ouvert D tel que 

- dD\ Fixe(h) = A U h(A) ■ 

- Dnh-^A) = 0. 

De plus, ce disque est libre. 

2. Soit 

17(A) = |J h n (D U A). 

riGZ 

II existe un homeomorphisme <fi : R 2 — > U(A) qui conjugue la translation t : (x, y) i— > (x+1, y) 
et la restriction h : U{A) — ► U{A). De plus, 

- les ensembles 4>({x} x R) sont des droites de Brouwer; 

- <p{{0} x M) = A. 

Definition 9.21. Le disque D de Paffirmation precedente est appele domaine fondamental de A, 
et note D(A, h(A)). L'ouvert U(A) est appele domaine de Brouwer engendre par A. 

L'ouvert U(A) est homeomorphe au plan, mais sa frontiere n'est en general pas localement 
connexe. 
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Preuve de I 'affirmation 



9.2L 



Premier point Soit A une droite de Brouwer ; on fait la preuve dans le cas oil l'adherence 
de A contient deux points fixes distincts N et S (l'autre cas etant similaire). L'ensemble 7 = 
AU/i(A) U {N, S} est une courbe de Jordan, et h 2 (A) est disjointe de 7 (remarque |9.19 ). Appelons 



D celui des deux disques topologiques ouverts de frontiere 7 qui ne contient pas h (A). 

Montrons que D est libre. La frontiere de h(D) est ^1(7), elle ne rencontre pas D. II y a done 
deux possibilites : ou bien D C h(D), ou bien D n h(D) = ; il reste a montrer que le premier cas 
est impossible. 

Ceci est du au fait que h preserve l'orientation. En effet, notons A la droite A orientee de S 
vers N ; ceci definit localement un cote droit et un cote gauche de A. L'image h(A) egalemcnt 
orientee de S vers N (parce que h fixe N et S). Supposons par exemple que D soit du cote droit 
de A. Alors D est du cote gauche de h(A) (regarder 1' allure au voisinage de N), mais h(D) est du 
cote droit de h(A) puisque h preserve l'orientation. Ceci montre que le premier cas est impossible 
(meme raisonnement si D est du cote gauche de A). 

Deuxieme point On definit le plongement <\> en envoyant le domaine fondamental de la transla- 
tion [0, ljxR sur AuDUh(A), en respectant la condition de conjugaison sur le bord du domaine ; il 
y a ensuite une unique maniere de prolonger <fi au plan en remplissant la condition de conjugaison. 
L'affirmation precedente et le lemme |9.7| sur les iteres des disques fibres montrent alors que </> est 
injective. Les details sont laisses au lecteur. □ 



9.4 Theoreme de translation plane 

On peut maintenant enoncer le theoreme de translation plane de Brouwer. L'enonce d'originc 
de Brouwer concerne le cas avec un seul point fixe ; l'enonce generalise ci-dessous est du a Slaminka 
(voir [ 51a88b| ). Par ailleurs, rappelons que L. Guillou a encore etendu l'enonce a tout homeomor- 



phisme libre d'une surface compacte ([ Gui95| ]) 



Theoreme 9.22 (Brouwer). Soit h un homeomorphisme de la sphere, preservant l'orientation, 
ayant un nombre fini de point fixe, sans courbe d'indice 1. Alors pour tout i£§ 2 \Fixe(/i) il existe 
une droite de Brouwer A contenant x. 

De mani ere eq uivalente, tout point qui n'est pas fixe est dans un domaine de Brouwer {via 



l'affirmation |9.20| , deuxi eme point). Une des preuves modernes, due a P. Le Calvez et A. Sauzet, 



sera donnee a la section 11.5 comme premiere application des decompositions en briques. 



10 Indices partiels 

Les sections ^| ^ sont independantes de cette section du texte. 

Dans cette section, on suppose que h est un homeomorphisme de la sphere, preservant 
l'orientation, et ayant un unique point fixe, qu'on note 00. L'ensemble de ces donnees sera 
appele "hypothese (HI)". 

D'apres la formule de Lefschetz, le point fixe est d'indice 2, et les resultats des paragraphes 



precedents (9.2, 9.3, 3.4) s'appliquent a h. On identifiera § \ {00} au plan oriente R via un 



homeomorphisme preservant l'orientation, ce qui fait de h un homeomorphisme de Brouwer : 

Definition 10.1. Un homeomorphisme de Brouwer est un homeomorphisme du plan, preservant 
l'orientation, sans point fixe. 

Le theoreme principal relie l'indice du point fixe N au nombre de croissants. Pour sa preuve, 
lorsqu'il faudra montrer qu'on a obtenu le nombre de croissants voulu, nous devrons calculer la 
contribution de chaque croissant et de chaque zone entre deux croissants adjacents a l'indice du 
point N. A cet effet, nous introduisons et etudions dans cette section une notion d'indice partiel. 

En realite, nous effectuerons le calcul apres un passage au revetement universel de § 2 \ {N, S} ; 
ceci explique le cadre de cette section, celui des homeomorphismes de Brouwer. Dans ce cadre, 
l'indice partiel va etre defini comme un invariant de conjugaison associe a n'importe quel couple 
de droites de Brouwer disjointes. 
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10.1 Topologie des couples de droites de Brouwer disjointes 



Soient Ao et Ai deux droites de Brouwer disjointes. D'apres le theoreme de Schoenflies-Homma 
(voir l'appendice), il n'y a qu'une seule configuration topologique possible pour le couple (Ao, Ai). 
Nous faisons quelques considerations preliminaries sur la topologie de ces deux droites et de leurs 
iteres. 

Definition 10.2. On appellera disque delimite par A et A 1; et on notera _D(A , Ai), l'uniquc 
disque topologique ouvert de frontiere A UAi. 



Definition 10.3 (figure 28). On dit que Ao est de type attractif ou attractive (sous-entendu, 
relativement a Ai) si elle ne separe pas Ai et h(Ao) (de maniere equivalente, si elle separe Ai et 
h (Ao)). Dans le cas contraire, on dit que Ao est repulsive. Les memes definitions s'appliquent a 
Al 

Si les types des deux droites sont opposes, le couple (Ao,Ai) est dit indifferent; sinon, il est 
qualifie &' attractif ou de repulsif selon le type commun. 



A fc(Ao) 



h(A{) Ax 
Couple attractif 



Couple repulsif 



Couple indifferent Couple indifferent 

Fig. 28: Couples de droites de Brouwer disjointes 

Affirmation 10.4 (Topologie des couples attractifs). Soit (Ao,Ai) un couple attractif de 
droites de Brouwer disjointes. Alors I 'ensemble Adh(_D(Ao, Ai)) est un attracteur strict, et la 
configuration des droites Ao,/i(Aq),Ai et h(Ai) est homeomorphe a celle de la figure [^. 



Preuve — Avec les notations de la remarque 9.18 , on a Adh(Z?(Ao, Ai)) = P + (Ao)(~lP + (Ai). 
Cet ensemble est done un attracteur strict. En particulier, on a h(Ao) C D(Aq, Ai), et les quatre 
droites A , h(A ), Ai et h(Ai) sont deux a deux disjointes. 

II reste a etudier la configuration topologique. D'apres le theoreme de Schoenflies-Homma (voir 
l'appendice), il suffit de montrer que h(A ) separe A de Ai, et que h(Ai) separe h(A ) de Ai. 

Montrons que h(Ao) separe Ao et Ai. Supposons le contraire : 

1. la situation est homeomorphe a la figure ^ (a) (d'apres le theoreme de Schoenflies-Homma, 
quitte a renverser l'orientation) ; 
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A h(A ) 



ft(Ai) Ai 
Fig. 29: Topologie d'un couple attractif 



2. on oricntc Ao et Ai com me sur la figure |o| (b), et on en deduit l'orientation de h(Ao) 
(d'apres la remarque 9.17 ) ; 

3. comme h preserve l'orientation, et que Ai est a droite de Ao, la droite h(Ai) est aussi a 
droite de h(Ao), et la situation est homeomorphe a la figure ^o| (c) ; 



4. l'orientation de h(Ai) est alors celle de la figure KOl (d) (d'apres la remarque 9.17) 






(b) (c) 
Fig. 30: Si h(Ao) ne separe pas Aq et Ai. 




(d) 



Mais cette derniere figure est contradictoire, puisque A est a gauche de A\, alors que h(A a ) est 
a droite de h(A\), et que h preserve l'orientation. 

On montre de la meme maniere que h(A\) separe h(Ag) et Ai, ce qui termine la preuve. □ 

Remarquons qu'il n'y a egalement qu'une seulc configuration topologique possible pour les n 
premiers iteres de Aq et Ai, pour tout entier n. 



10.2 Definition de l'indice partiel 

Soient A et Ai deux droites de Brouwer disjointes. Nous allons definir l'indice partiel de h 
entre Ao et Ai en examinant la situation au moyen de "cartes" qui redressent ces deux droites ; 
le jeu consistera alors a montrer que les objets construits ne dependent pas du choix des cartes. 
Nous ferons ici un usage intensif des coordonnees euclidiennes du plan R 2 . 

D'apres le theoreme de Schoenflies-Homma (voir l'appendice), il existe un homeomorphisme g' 
du plan, preservant l'orientation, tel que les droites A = g'(A ) et A[ — g'(Ai) sont verticales, 
et A' est a gauche de A^ (i. e. A' — {xq} x R, A[ — {xi} x R, avec xo < xi, ce que dorenavant 
nous ecrirons A' < A[). On pose h' — g' o h o g'~ x . 

Soit 7' une courbe allant de A' a A^ (on ne suppose pas que 7 est simple). On distingue deux 
cas (figure |3l|) : 

Premier cas. Le couple (Ao, Ai) est indifferent. Dans ce cas, les vecteurs h'(Y(0))—Y(0) et h'{^'{l))— 7'(1) 
sont tous les deux d'abscisses strictement positive ou bien tous les deux d'abscisses strictement 
negative ; en tous cas, ils ne peuvent pas avoir des directions opposees, et on a Indice(/i', 7') ^ 
(1/2 + Z). On dcfinit le nombre / comme l'entier le plus proche de Indice(/i', 7'). 
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Cas attractif Cas indifferent 



Fig. 31: Definition du nombre I 

Second cas. Le coupie (A , A[) est attractif ou repulsif. Cette fois-ci, on a Indice(/i', 7') Z, et on definit 
/ comme le demi-entier le plus proche de Indice(/i', 7'). 

Definition 10.5. On appelle indict partiel de h entre Aq et Ai, et on note IP(/i, Ao, Ai), le 
nombre /. 

Nous allons montrer que cette definition est correcte, c'est-a-dire que le nombre I ne depend 
pas des choix de la courbe 7' et de 1'homeomorphisme g' . 

Affirmation 10.6. Le nombre I ne depend pas du choix de la courbe 7'. 

Preuve - L'ensemble des choix possibles pour 7' est un espace de courbes qui est connexe 
(pour la topologie de la convergence uniforme) : c'est meme un espace convexe pour la structure 
affine naturelle. Or Indice(/i', 7') depend continument de 7' (pour la meme topologie). Dans le 
cas d'un couple indifferent, la composante connexe de K \ (Z + 1/2) qui contient Indice(/i', 7') ne 
depend done pas de 7', et le nombre / non plus. Le raisonnement est analogue dans le cas attractif 
ou repulsif. □ 



Affirmation 10.7. Le nombre I ne depend pas du choix de 1'homeomorphisme g' . 

II s'agit encore d'un argument de connexite. Appelons Q l'ensemble des homeomorphismes G 
du plan, preservant l'orientation, tels que G(A' Q ) et G(A' 1 ) soient encore deux droites verticales 
avec G(A ) < G{A[). On a : 

Lemme 10.8. L 'espace Q, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, est 
connexe par arcs. 



Preuve du lemme 10.8 - Soit G £ Q, on cherche un chemin dans Q de G a l'identite. On 
peut d'abord se ramener au cas ou G fixe globalement A' et A' : (a l'aide d'une isotopie affine), 
puis au cas oil G fixe tous les points de ces deux droites. On termine par une variante de l'isotopie 
d' Alexander ([|Ale23fl, ou bicn |LR97|). □ 



Preuve de I 'affirmation 10. 7 - On fait la preuve dans le cas indifferent, l'argument etant 
le meme dans l'autre situation. Soit g" un autre homeomorphisme ayant les proprietes requises 
(preserver l'orientation et envoyer les deux droites de Brouwer A et Ai sur deux droites verticales 
avec g"(A ) < g"(Ai)). Posons G = g" og'^ 1 ; alors G G Q. D'apres le lemme, il existe une isotopie 
(Gt) t6 [o,i] telle que Go = G et Gi est l'identite. Soit 7 une courbe allant de Ao a Ai, 7' — g'ij) et 
7" = g"{"f). Le nombre L(t) = Indice(Gtft.'G t " 1 , Gj(7')) varie continument, il ne prend pas de valeurs 
dans Z+l/2, done les deux nombres 1(0) — lndice(g"hg"~ 1 , 7")) et 7(1) = Indice(<?'/»/ -1 , 7') sont 
dans la meme composante connexe de R \ (Z + 1/2), ce que Ton voulait montrer. □ 



L'affirmation 10.7 entraine immediatement 
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Corollaire 10.9. L'indice partiel est un invariant de conjugaison (orientee) : autrement dit, si g 
est un homeomorphisme du plan preservant I 'orientation, on a 

IP(h,Ao,A 1 )=lP(ghg-\g(A ),g(A 1 )). 

On a aussi, de maniere immediate : 
Affirmation 10.10. 

1. IP(fc,Ai,Ao) = -IP(/i,A ,Ai); 

2. IP(/i- 1 ,A ,A 1 ) = IP(ft,A ,A 1 ). 

10.3 Exemples 

On peut voir facilement que pour la translation r : (x,y) i— > (x + l,y), tout couple de droites 
de Brouwer disjointes est d'indice partiel 0, 1/2 ou —1/2. Ceci sera d'ailleurs une consequence du 



lemme 10.12 



Pour l'homeomorphisme "multi-Reeb" represente sur la figure p2 

1. le couple (Ao, Ai) est repulsif d'indice partiel —1/2; 

2. le couple (Ai, A2) est attractif d'indice partiel —1/2; 

3. le couple (A , A 2 ) est indifferent d'indice partiel —1 ; 

4. le couple (A3, A2) est repulsif d'indice partiel 3/2. 





A A 1 A 2 



A, 



Fig. 32: Exemples d'indices partiels 

Ce type d'exemple montre que l'indice partiel peut prendre toute valeur n/2 avec n entier. Un 
des principaux resultats de cet article montrera que si | IP(Ao, Ai) |> 1/2, alors on peut decouper 
la bande D(Aq, Ai) en tranches, a l'aide d'une famille de droites de Brouwer, de maniere a ce que 
l'indice partiel dans chaque tranche soit egal a 0, 1/2 ou —1/2. 

10.4 Relation d'additivite 

L'efficacite de l'indice partiel dans les calculs d'indice repose de maniere cruciale sur la propriete 
d'additivite suivante : 

Lemme 10.11 (relation de Chasles). Soient Aq, Ai et A2 trois droites de Brouwer disjointes, 
et supposons que A\ separe Aq et A 2 . On a alors : 

lP(h, Aq, A 2 ) - lP(h, A , A x ) + lP(h, A 1 ,A 2 ). 



Preuve Commengons par une remarque banale : dans la construction conduisant a la 

definition de l'indice partiel (definition 10.5, figure [3~ij ), si chacune des extremites de la courbe 7' 
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M 



7i 



72 



Mi 



M 2 



Fig. 33: La relation dc Chasles 



est sur la meme droite horizontalc que son image par h! , alors l'indice partiel est exactement egal 
a Indice(/i', 7'). 

Puisque l'indice partiel est un invariant de conjugaison, on peut supposer que Ao, Ai et A2 
sont trois droites verticales verifiant Ao < Ai < A2 (quittc a conjugucr en utilisant lc theoreme de 
Schoenflies-Homma ). Soient Mq, Mi et M2 les points d'intersection respectifs des droites Ao, Ai, 
A2 avec l'axe des abscisses. En conjuguant a nouveau h par une application (x,y) 1— > (x,y/k) avec 
k tres grand, on peut supposer que les trois vecteurs h(Mi) — Mi forment des angles arbitrairement 
petits avec la direction horizontale (figure |3^) . 

Soient alors 71 une courbe allant de Mq a Mi, 72 une courbe allant de Mi a M2, et 7 la courbe 
obtcnuc en mettant les deux precedentes bout a bout. On a bien stir 

Indice(/i, 7) = Indice(/i, 71) + Indice(/i, 72). 

On utilise maintenant la remarque initiale : dans la carte choisie, 

- le nombre IP(/i, Ao, A2) est arbitrairement proche de Indice(/i, 7) ; 

- le nombre IP(/i, A ,Ai) + TP(h, Ai,A 2 ) est arbitrairement proche de Indice(/i, 71) + 
Indice(/i, 72). 

Or ces deux nombres sont des demi-entiers : si l'egalite du lemme etait fausse, ils differeraient d'au 
moins 1/2, ce qui est absurde. □ 



10.5 Indice partiel et arcs libres 

Nous enongons ici un lemme qui permettra notamment de calculer l'indice partiel a travers un 
croissant attractif ou repulsif a dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord. 

Soient Ao et Ai deux droites de Brouwer disjointes. On suppose qu'il existe un arc libre 7 
allant de Ao a Ai. Puisqu'un sous-arc d'un arc libre est encore libre, on peut en fait demander de 
plus que Pinterieur de 7 soit disjoint des deux droites. 

A l'aide du theoreme de Schoenflies-Homma (quitte a conjuguer la situation par un homco- 
morphisme preservant l'orientation), on peut alors supposer que les deux droites de Brouwer sont 
verticales, avec Ao < Ai, et aussi que 7 est un segment horizontal. 

Si le couple (Ao, Ai) est attractif, la disque D(Aq, Ai) qu'il delimite est un attracteur (d'apres 



l'amrmation 10.4), et ^.(7) est un arc disjoint de 7 et inclus dans ce disque. II y a done deux 
possibilites : ou bien ^1(7) est situe au-dessus de 7, ou bien ^1(7) est situe au-dessous de 7. On 
montre que la situation ne depend pas du choix de la "carte" (preservant l'orientation) donnee par 
le theoreme de Schoenflies-Homma. Ceci vaut egalement dans le cas repulsif en remplagant h par 

h-K 

Lemme 10.12. Soient Aq et Ai deux droites de Brouwer disjointes, et 7 un arc libre allant de 
Ao a Ai, dont I'interieur est disjoint des deux droites. 

Si (Ao, Ai) est indifferent, l'indice partiel entre Aq et Ai est nul. 

Si (Ao, Ai) n'est pas indifferent, il y a quatre cas : 

- si le couple est attractif et que hijy) est au-dessus de 7, l'indice partiel vaut +1/2; 

- si le couple est attractif et que h(j) est au-dessous de 7, l'indice partiel vaut —1/2; 

- si le couple est repulsif et que ft -1 (7) est au-dessus de 7, l'indice partiel vaut +1/2; 
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- si le couple est repulsif et que h ^7) est au-dessous de 7, Vindice partiel vaut —1/2. 

Preuve — On fait la preuve dans lc cas indifferent, les autres cas etant similaires, et on suppose 
par exemple que Ao est attractive et Ai repulsive ; autrement dit, pour tout point x de Ao ou Ai, 
le vecteur h{x) — x est d'abscisse strictement positive (figure Pour tout t > 0, on pose 

it = Indice (h(x) + (t, 0) — x, 7) . 




Fig. 34: L'indice partiel est nul 

Comme 7 est libre pour h et que Ao est attractive, quand x est un point de 7, le point h(x) 
n'est jamais situe sur la demi-droite horizontale a gauche de x, done le vecteur h(x) + (t, 0) — x 
n'est jamais nul, et le nombre it est bien defini. D'autre part it ^ (1/2 + Z), it varic continumcnt 
avec t, et lim t ^ +00 i t = 0, done it G] — 1/2, +l/2[ pour tout t > ; comme TP(h, Ao, Ai) est l'entier 
le plus proche de iq, il est bien nul. □ 

Corollaire 10.13. Soient Aq et Ai deux droites de Brouwer disjointes. 

1. Si le domaine de Brouwer engendre par Aq rencontre Ai, alors IP(ft, Ao, Ai) = (en parti- 
culier, pour tout entier n non nul, IP(ft, Ao, ft"(Ao)) = 0). 

2. Dans le cas contraire, l'indice partiel IP(ft, ft p (Ao), h q (Ai)) est bien defini pour tous entiers 
p et q, et est egal a IP (ft, Ao, Ai). 

Remarquons que si le couple (Aq, Ai) est attractif ou repulsif, on est toujours dans le deuxieme 



cas (d'apres 1'afBrmation 10.4). 
Preuve — 

Premier point D'apres la remarque precedente, dans ce cas, le couple (Ao, Ai) est indifferent. 
Notons ensuite que si deux points du plan appartienncnt a un meme domaine de Brouwer, alors 
ou bien ils sont dans la meme orbite, ou bien il existe un arc libre les joignant : en effet, puisque 
sur un domaine de Brouwer la dynamique est conjuguec a une translation, il sufRt de prouver 
la meme propriete pour la translation, ce qui n'est pas difficile (par exemple en raisonnant dans 
l'anneau quotient de Taction du plan par la translation). Ceci permet de montrer que si le domaine 
de Brouwer engendre par Aq ren contre Ai, alors il existe un arc libre allant de Aq a Ai, puis on 



conclut a l'aide du lemme 10.12 



Deuxieme point Considerons d'abord le cas ou le couple (Ao, Ai) est attractif. Comme l'indice 
partiel est un invariant de conjugaison, quitte a composer par ft~ p , on peut supposer que p = 0. 
On traite le cas ou q est positif (le cas negatif etant similaire). En utilisant de maniere iteree 
1' affirmation 10.4 sur la topologie des couples attractifs, on montre que h q (Ai) separe Aq et Ai. 



Ceci permet d'appliqucr la relation de Chasles (lemme 10.11 ) a ces trois droites; comme l'indice 
partiel entre Ai et ft 9 (Ai) est nul d'apres le premier point, on obtient le resultat. 

On obtient le cas repulsif de la meme maniere ; il reste le cas indifferent. On peut encore supposer 
que p = 0, et on se place dans le cas ou q est positif (le cas negatif est similaire). Si la droite Ai 
est repulsive, alors Ai separe Ao et h q (Ai), et on peut appliquer la relation de Chasles et conclure 
comme dans le cas precedent. 
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Supposons enfin que Ai est attractive. Si h q (Ai) separe Ao et Ai, on conclut comme avant a 
l'aide de la relation de Chasles. Si h q (Ai) ne separe pas Ao et Ai, on voit facilement que Ao est 
inclus dans le domaine de Brouwer engendre par Ai, et les deux indices partiels sont nuls d'apres 
le premier point. □ 



10.6 Indice partiel entre deux droites qui se touchent 

Dans certains calculs, il sera pratique de pouvoir parler de l'indice partiel entre deux droites 
de Brouwer non disjointes, mais "qui ne se traversent pas" . 

Soit Ao et Ai deux droites topologiques, et Po et P2 les deux composantes connexes du 
complementaire de Ai. 

Definition 10.14. On dira que les droites Ao et Ai ne se traversent pas si Ao est contenue dans 
l'adherence de Po ou de P2. On dira que deux droites se touchent si elles ne se traversent pas, mais 
ne sont pas disjointes. 

On peut montrer que ces deux relations sont symetriques. 

On etend alors la definition de l'indice partiel au cas de deux droites qui se touchent, en posant 
simplement IP(Ao, Ai) = dans ce cas. 

Definition 10.15. Soient Ao, Ai, A2 trois droites topologiques qui, deux a deux, ne se traversent 
pas. Soient P\ et P2 les deux composantes connexes du complementaire de Ai. On dira que Ai 
separe Ao et A2 si Aq C Adh(Po) et A2 C Adh(P2) (ou vice-versa) 



Ces definitions permettent de generaliser la relation de Chasles (lemme 10.11) : 

Lemme 10.16 (relation de Chasles generalisee). On se donne trois droites de Brouwer Ao, 
Ai et A2 qui, deux a deux, ne se traversent pas, et on suppose que Ai separe Ao et A2. On a 
alors : 

W{h, A , A 2 ) = lP(h, A , A x ) + IP(h, A l5 A 2 ). 



Preuve On reprend les notations de la definition 10.15, II est clair que l'une des deux 

droites h(A ) et h~ 1 (A ) est incluse dans Po, on la note A' . De meme, on note A' 2 celle des deux 
droites h(A 2 ) et h~ 1 (A 2 ) qui est incluse dans P2. Les trois droites de Brouwer A' , Ai et A' 2 sont 
maintenant disjointes deux a deux, et Ai separe les deux autres : on peut alors leur appliquer la 



premiere relation de Chasles (lemme 10.11). La formule en decoule, a l'aide du corollaire 10.13 
Les details sont laisses au lecteur. 
□ 



10.7 Indice partiel et chaines de disques 



9.11) 



10.12 liant indice partiel et arcs fibres a l'aide de la notion de 



Nous allons generaliser le lemme 
chaine de pseudo-disques (definition 

Soit (Ao, Ai) un couple de droites de Brouwer disjointes ; on suppose que Ao est attractive. Le 
complementaire de Ao U Ai a trois composantes connexes, dont les frontieres sont respectivement 
Ao, A U Ai et Ai ; on les note Oq, 0\ et Oi. 

Definition 10.17 (figure p5|). Une chaine de pseudo-disques de Aq a A± est une chaine de 
pseudo-disques (Pi)j=i--fc, (k > 1), telle que Adh(Pi) rencontre Adh(O ) et Adh(Pfc) rencontre 
Adh(0 2 ). 

Remarquons que si k = 1, B\ contient un arc fibre allant de Ao a Ai ; dans le cas indifferent, 
la proposition suivante est done bien une generalisation du lemme 10.12] : 



Proposition 10.18 ("lemme de Franks" pour l'indice partiel). On se donne deux droites 
de Brouwer A et Ai disjointes, avec A attractive. S'il existe une chaine de pseudo-disques de 
Aq a Ai, alors : 

- si le couple (Aq,Ai) est indifferent, IP(h, Aq,Ai) vaut ; 
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Fig. 35: Une chaine de pseudo-disques de A a Ai 

- si le couple (Aq, Ai) est attractif, IP(/i, Ao, Ai) vaut + 1/2 ou —1/2. 
La suite du texte n'utilisera que le cas oil le couple (Ao, Ai) est indifferent. 

Preuve — 

Cas indifferent Supposons qu'il existe une chaine de pseudo-disques (-Bt)i=i..fc de Ao a Ai, et 
choisissons-la de fagon a, ce que k soit minimal parmi toutes les chaines de Aq a Ai. Comme dans 



la preuve du lemmc de Franks (lemme 9.13), l'idee est de transformer la "quasi-orbite" fournie par 



l'hypothese en une vraie orbite, a l'aide de modifications libres ; le domaine de Brouwer engendre 



par Ao rencontrera alors Ai, ce qui permettra de conclure a l'aide du corollaire 10.13 

On commence par montrer l'existence d'une chaine de disques ouverts pour h, encore notee 
(i?i)i=i../c, qui est une chaine de pseudo-disques de Ao a Ai : pour cela on recopie les arguments 



de minimalite de la preuve du lemme j,13| (les details correspondant sont laisses au lecteur). 



Dans un deuxieme temps, expliquons comment modifier cette chaine de disques ouverts en 
une chaine dont tous les disques ouverts sont inclus dans 0\. Notons (nj)j=i..fc_i les temps de 
transition de la chaine et des points de transition. On peut supposer que l'entier k est minimal 
(parmi toutes les chaines de disques ouverts de Ao a Ai). Tout d'abord, cette minimalite entraine 
clairement que les disques B 2 , ■ ■ • -Bfc-i sont tous inclus dans 0%. La suite (h~ ni (B2), B3, . . . , Bk) 
est encore une chaine de disques ouverts (en particulier, h~ ni (B2) est disjoint des autres disques 
de la chaine, sans quoi il existerait une chaine de disques periodique, ce qui contredirait le lemme 



de Franks 9.13). D'autre part, x\ appartient a h~ ni (B 2 ). Si x\ etait dans Adh(Oo), alors cette 
nouvelle chaine de disques contredirait la minimalite de k. Ceci montre que x± appartient a 0\. 
Soit B[ la composante connexe de B\ n 0\ qui contient x\. Puisque Adh(i?i) rencontre Adh(O ), 
l'adherence de B[ rencontre Ao. En remplacant de meme B^ par un disque B' k plus petit, on 
obtient une chaine de disques ouverts (-B^,-B 2 = B 2 , ■ ■ ■ ,B' k _ 1 = Bk-\,B' k ) qui sont tous inclus 
dans 0\. 

Puisque Adh(B' k ) rencontre Adh(02), et que la droite A2 est repulsive, il existe un point Xk 
dans B' k tel que h(xk) soit dans 2 . De meme, il existe un point xq dans Oo tel que h(xo) soit dans 
B[. On pose no = 1. 

On effectue maintenant k modifications libres de h : plus precisement, on choisit pour chaque 
entier i entre 1 et k un homeomorphisme fa, a support dans Adh(_Bj'), et qui envoie h ni ~ x (xj_i) 
sur Xi. On considere alors l'homeomorphisme h% = <j> o h, avec 4> = 4>\ o ■ ■ ■ o tfi k (figure |36| ). Pour 
cet homeomorphisme, le point h(xk) est un itere du point xq- 

Puisque les disques B[ sont tous inclus dans 0\, le support de <j> est inclus dans Adh(Oi). Par 
consequent, on voit facilement que les droites Ao et Ai sont aussi des droites de Brouwer pour 
1' homeomorphisme hi. Ceci montre que l'indice particl IP(/ii, Ao, Ai) est bien defini. Comme il 
existe une orbite de h\ qui rencontre a la fois Oo et O2, le domaine de Brouwer engendre par Ao 
(pour hi) doit rencontrer Ai. D'apres le corollaire 10.13| , on a alors IP(/ii, Aq, Ai) = 0. D'autre 



part, les indices partiels pour IP(/ii, Ao, Ai) et IP(/i, Ao, Ai) sont egaux : en effet, on peut calculer 
ces deux indices dans une carte ou les deux droites sont verticales (comme dans la definition de 
l'indice partiel), au moyen d'une courbe 7 disjointe du compact K = Adh(i?^U- ■ -LiB'f.) ; et puisque 
les deux homeomorphismes coincident hors de K, leurs indices le long de 7 sont egaux. 
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Fig. 36: Modifications libres pour obtenir une orbite qui traverse la bande 



Cas attractif (schema de preuve) Les idees sont les memes que dans le cas indifferent. La seule 
difference significative apparait apres avoir obtenu la chaine de disques ouverts inclus dans 0\ : 
cette fois-ci, il n'existe pas de point de B' k dont l'image est dans O^ - On se contente done d'effectuer 
k— 1 modifications libres, a support dans B[, . . . , B' k _ 1 . On obtient ainsi un homcomorphisme hi tel 
que, pour un certain n positif, /i"(Ao) rencontre B' k ; d' autre part, B' k est libre pour h\, il y a done 
un arc libre pour hi de /i"(Ao) a Ai. D 'apr es le le mmc fO.f 2 , l'indice TP (hi, /i"(Ao), Ai) vaut +1/2 
ou —1/2. Le deuxieme point du corollaire 10.13 donne alors la meme valeur pour TP (hi, Ao, Ai). 
Comme dans le cas indifferent, on a TP(h, Ao,Ai) = IP(/ii, Ao, Ai), ce qui permet de conclure. 
□ 



11 Decomposition en briques 



Les resultats de cette section sont tous adaptes de la these de A. Sauzet ([SauOlJ) et de I'article 
de P. Le Calvez et A. Sauzet \ LCS9b }. La possibilite de se passer de la condition de transversalite 
pour la preuve du theoreme de translation plane est apparue lors d'une discussion avec Lucien 
Guillou. 

Dans toute cette section, on suppose que h est un homeomorphisme de la sphere^], 
preservant l'orientation, dont l'ensemble des points fixes est fini. Rappelons que les homeo- 
morphismes de Brouwer s'identifient a des homcomorphismes de la sphere M 2 U {oo} verifiant cette 
hypothese. Nous rappelons d'abord la definition des decompositions en briques et leur construction ; 
puis, en supposant l'absence de courbe d'indice 1, nous montrons l'existence d'une droite de 
Brouwer associee a chaque brique, qui fournit une preuve du theoreme de translation plane. 



11.1 Introduction aux decompositions en briques 

En premiere approximation, une decomposition en briques est une sortc de triangulation (lo- 
calement finie) du complemcntaire des points fixes de h dans la sphere. L'idcc principale consiste 
a choisir les triangles assez petits pour qu'ils soient libres. Ceci permet d'appliquer le lemme de 
Franks aux suites de triangles : on pourrait dire qu'on a ainsi obtenu une discretisation de la 
dynamique qui garde la propriete de ne pas avoir d'orbite periodique. Une autre propriete impor- 
tante des decompositions, appelee minimalite, est que les triangles ne sont pas trop petits, plus 
precisement que la reunion de deux triangles adjacents n'est jamais libre. Sous ces hypotheses, un 
procede dynamique simple (et automatique) associe a chaque triangle B un attracteur A + (B) : 
celui-ci est simplement obtenu en prenant le plus petit attracteur, reunion de triangles, qui contient 
l'image de B. La minimalite entrainera la connexite de cet ensemble. On montrera qu'il existe alors 
une unique composante connexe A(B) du bord de A + (B) qui rencontre B, et que A(B) est une 
droite de Brouwer. 

13 En realite, la construction expliquee a la section |ll.4| est valable sur n'importe quelle surface compacte sans 
bord. 
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Dans sa preuve du theoreme de Brouwer, L. Guillou (|Gui94|) utilisait deja des triangulations li- 
bres. D'autre part, M. Flucher avait combine des triangulations libres avec le lemme de Fra nks pou r 
obtenir des points fixes d'homeomorphismes du tore, autour de la conjecture d'Arnol'd (| Flu90| ). 
P. Le Calvez et A. Sauzet ont alors e xploite c es idees pour obtenir ce qui est sans doute la preuve la 
plus claire du theoreme de Brouwer ([LCS96Q. Enfin, la propriete de minimalite est introduite dans 
la these d'A. Sauzet ([SauOl]), qui y etudie les proprietes combinatoires de ces triangulations de 
manicrc intensive, afin de construire des courbes disjointes de leur image pour les homeomorphismes 
du tore, de l'anneau ou de la sphere. On peut citer egalement l'utilisation de discretisation de la 
dynamique dans les preuves combinatoires du theoreme de Conley-Zehnder donnces par S. Alpcrn 
et V. S. Prasad (| AP93 |) ; dans ce contexte, l a tres jo lie utilisation du resultat combinatoire appele 
"theoreme des manages" remonte a P. Lax (|Lax71|). 



11.2 Definition 

On pose U = S 2 \ Fixe(/i). On dira qu'un sous-ensemble de U est borne si son adherence dans 
§ 2 est disjointe de Fixe(h). 

Definition 11.1. Un graphe triadique est un sous-ensemble ferine F de U, tel que, en tout point 
x de F, F est localement homeomorphe a l'un des deux dessins de la figure ^57|. Si F est localement 
homeomorphe au dessin de droite, on dit que le point x est un sommet de F . 



Fig. 37: Aspect local d'un graphe triadique 

Soit F un graphe triadique. 

Definition 11.2. Une brique de F est l'adherence (dans U) d'une composante connexe du 
complementaire de F dans U . 

Definition 11.3. Deux briques de F, distinctes, sont adjacentes si leur intersection n'est pas vide. 

Definition 11.4. Une arete de F est l'adherence (dans U) d'une composante connexe du comple- 
mentaire dans F des sommets. 

Definition 11.5. Un graphe triadique F est dit compact si aucun point fixe de h n'est dans 
l'adherence d'une brique (autrement dit, toute brique est bornee). 

Definition 11.6. Le graphe triadique F est dit libre (pour h) si toute brique de F est libre. 

Definition 11.7. Le graphe triadique F, libre, est dit minimal si pour tout couple de briques 
adjacentes B et B' , la reunion B U B' n'est pas libre. 



Definition 11.8. Une decomposition en briques pour h est un graphe triadique, compact, libre, 
minimal 

Nous avons explique plus haut les motivations des deux proprietes principales, la liberte et la 
minimalite. Prendre un graphe triadique au lieu d'une triangulation quelconque est une astuce 
topologique pour que le bord de n'importe quelle reunion de briques soit toujours une sous-variete 



14 Le vocabulaire adopte ici differe legerement de celui de [ 3au01 : notamment, on a remplace "brique fermee" 
par "brique" , "borne" par "compact" , et "maximal" par "minimal" . 
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(c/. affirmation 11.20| ci-dessous) . Les briques bornees sont une commodite, sans doute pas essen- 



tielle, qui evitera les etudes de cas. 

Remarque 11.9. Une decomposition en briques pour h est aussi une decomposition en briques 
pour h . 

Remarque 11.10. Dans la definition d'une decomposition en briques, on ne suppose pas que F 
est connexe, ni qu'une arete contient deux sommets distincts, et borde deux briques adjacentes 
distinctes. Neanmoins, en l'absence de courbe d'indice 1, toutes ces proprietes decouleront des 



proprietes de h (voir le corollaire 11.23 ci-dessous). 



Remarque 11.11. Soit F un graphe triadique libre. Si F est minimal pour l'inclusion (i.e. s'il 
n'existe aucun graphe triadique libre strictement inclus dans F), alors F est minimal au sens de 
la definition |11.7| ci-dessus. p| 

Preuve de la remarque - Sinon, il existe deux briques B\,B2 distinctes, adjacentes, dont 
la reunion B est libre. On verifie facilement que F' = F \ Int(B) est un graphe triadique libre, 
strictement inclus dans F. 

□ 



11.3 Exemples 

La figure [38| montre Failure au voisinage d'un point fixe : remarquons que puisque les briques 
sont bornees, tout voisinage du point fixe doit contenir une infinite de briques. Par contre, commc 
F est un graphe triadique, la famille des briques de F est localement finie au voisinage de tout 
point de U (et la reunion d'un nombre quelconque de brique est toujours un ferme de U). 




Fig. 38: Allure d'unc decomposition au voisinage d'un point fixe 

Les figures |9| et |o| montrent des decompositions pour la translation (x,y) i— ► (x + l,y) et 
l'homeomorphisme lineaire hyperbolique selle (x, y) i— > (2x, y/2) dans le modele du plan. 

11.4 Construction d'une decomposition 

La preuve du theoreme de cette section n'est pas essentielle a la comprehension du texte, et peut 
etre omise en premiere lecture. 

Theoreme 11.12 (A. Sauzet). // existe une decomposition triadique, compacte, libre et minimale 
pour h. 

Nous donnons une demonstration fortement inspiree de celle d'A. Sauzet ; voici la principale 
modification : plutot que de construire d'abord une decomposition dont les briques ne sont pas 
compactes et qu'il faut re-decouper a posteriori, on impose dans la decomposition la presence d'un 
certain nombre de briques, construites a priori, qui vont obliger la decomposition a etre compacte. 
Remarquons que ceci permet d'eviter le recours au lemme de Franks (voir J5au01 |, section 3.6) ; la 



construction presentee ici a done l'avantage d'etre valable pour tout homeomorphisme de la sphere 
(ou d'une autre surface compacte) avec un nombre fini de points fixes, sans hypothese d'indice. 
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La reciproque est egalement vraie si Ton suppos e quo tonte arete borde deux briques distinctes, ce qui est verifie 



en l'absence de courbe d'indice 1 (voir le corollaire 11.23) ; nous n'en aurons pas besoin 



42 



T 



Fig. 39: Une decomposition pour la translation 




Fig. 40: Une decomposition pour le lineaire hyperbolique 



Preuve - - Tout d'abord, il est tres facile de trouver un graphe triadique compact F (par ex- 
emple, en utilisant le dual d'une triangulation localement finie de U). On peut tout aussi facilemcnt 
gagner la liberte : si une brique B de F n'est pas libre, on la subdivise en briques assez petites 
(de diametres inferieurs a e = Inf {d(x, h(x) | x £ B}). On voudrait ensuite obtenir la minimalite 
en choisissant deux briques adjacentes dont la reunion est libre, en enlevant une arete dans lcur 
intersection, et en recommengant tant que F n'est pas minimale. En general, malheureusement, ce 
procede fait perdre la compacite en donnant naissance a des briques non compactes (autrement 
dit, la famille des decompositions triadiques libres F' incluses dans F est inductive pour l'inclusion 
et on peut lui appliquer le lemme de Zorn, mais ceci est faux en general pour les decompositions 
triadiques, libres et compactes). 

Le lemme suivant a pour but d'obtenir une propriete supplementaire qui empeche l'apparition 
des briques non compactes : 



Definition 11.13 (figure 41). On appelle anneau pre-decompose tout ensemble C inclus dans 
U, homeomorphe a l'anneau S 1 x [0, 1], muni d'un ensemble Fc appele pre- decomposition de C et 
verifiant : 

1. Fc est un graphe triadique, inclus dans C ; 

2. Fc contient le bord de C ; 

3. les adherences des composantes connexes de C \ Fc sont libres (on les appellera briques de 

F c ) ; 

4. la reunion de deux briques de Fc adjacentes n'est pas libre ; 

5. propriete supplementaire : aucune brique ne rencontre simultanement les deux com- 
posantes connexes du bord de C. 

Lemme 11.14. Soit J un cercle topologique dans U tel que h(J) fl J 0. Alors tout voisinage de 
J contient un anneau pre-decompose. 
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Fig. 41: Topologie d'un anneau pre-decompose 



Utilisation du lemme A l'aide de ce lemme, on reprend toute la preuve du theoremc 11.12 
Soit x un point fixe de h ; on trouve facilement un cercle topologique qui entoure x, arbitrairemcnt 
petit, et qui rencontre son image. Le lemme permet done de trouver une suite (Cj(x))j>o de petits 
anneaux pre-decomposes, entourant x, convergeant vers x (pour la topologie de Hausdorff) et 
disjoints deux a deux (figure |^|). On effectue cette construction pour chacun des points fixes de h. 
On recommence alors la preuve expliquee plus haut : l'ensemble UxjFcdx) es ^ un graphe triadique, 




Fig. 42: Suite d'anneaux pre-decomposes autour d'un des points fixes de h 

et il est facile de l'etendre, a l'exterieur de la reunion des anneaux d(x), pour obtenir un graphe 
triadique et libre que Ton note F. On utilise le lemme de Zorn pour choisir un gra phe triadique libre 
F', inclus dans F, qui est minim al po ur Pinclusion. D'apres la remarque 11.11 , F' est egalemcnt 
minimal au sens de la definition 11.7. On montre enfin que F' est une decomposition en briques 
grace a raffirmation suivante : 

Affirmation 11.15. Tout graphe triadique libre F 1 inclus dans F est compact. 

En effet, si F' est inclus dans F, toute brique de F' est reunion de briques de F. Une brique de 
F' non bornee devrait traverser de part en part au moins un des anneaux pre-decomposes C ; elle 
rencontrerait alors les deux bords de cet a nneau, done contiendrait deux briques de Fc adjacentes 
(propriete supp lementaire de la definition 11.13 ), et ne pou rrait pas etre libre (prop riete 4 de la 
definition |l!.13| ). Ceci termine la preuve du theoremc |ll.l2] a partir du lemme 11. 14| . □ 



Preuve du lemme 11. 14 
famille finie (Jo, • • ■ , Ju 



On part d'une "decomposition libre minimale" de J, i.e. une 



> 2 de sous-arcs de J d'interieurs disjoints deux a deux, d'union J, 
libres, tels que la reunion de deux arcs adjacents ne soit pas libre (son existence est immediate 
puisque J n h(J) ^ 0). a l'aide du theoreme de Schoenflies, on epaissit ensuite J en un anneau C 
homcomorphc a J x [0, 1] suffisammcnt fin pour que les ensembles Bi ~ Ji x [0, 1] soient encore 
libres ; l'ensemble Fc reunion des bords des Bi verifie alors les points 1 a 4 de la definition 11.13 



Par un argument classique de transversalite, quitte a remplacer C et les briques Bi par un anneau 
et des briques arbitrairement proches, on pcut renforcer le point 4 en supposant de plus qu'on a 
la propriete : 

4'- pour tout couple (Bi,Bi + i) de briques adjacentes de Fc, Vimage de l'interieur de I'une 
rencontre V autre. 

Nous allons maintenant successivement deformer et re-decouper une a une les briques Bi pour 
obtenir la propriete supplementaire de la definition 11.13. Expliquons le traitement subi par Bq- 
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Deformation de la brique Bq On choisit une brique adjacente a Bq, que l'on note B' . D'apres 
la propriete 4', l'image par /i £ (e = -lou 1) de Bq rencontre Pinterieur de B' ; on peut done trouver 
un arc ao inclus dans B' , d'interieur inclus dans B' \ h e (Bo), ayant une extremite sur l'arete entre 
i?o et B' et l'autre sur h e (Bo) n Int(JS') (figure On modifie alors Bq et B' en prelevant sur 
B' un voisinage de ao et en l'ajoutant a Bq (par abus, on continuera a noter Bq et B' les deux 
nouvelles briques). La nouvelle brique Bq cesse alors d'etre libre. Si le voisinage de ctQ preleve sur 
B' est suffisamment mince, on a encore la propriete 4' entre B' et les briques qui lui sont adjacentes 
(plus precisement, pour chaque brique B" adjacente a B', on a (h(B') U h~ 1 {B 1 )) n lnt(B") ^ 0). 
On choisit aussi ce voisinage assez petit pour que Bo n h~ t (Bo) ne rencontre pas les deux bords de 
l'anneau C. 




h\B ) 



B' 



Deformation 




B nh- e (B ) 



Fig. 43: Deformation de la brique Bq 



Decoupage de la brique Bq Pour chaque brique B adjacente a Bq, on choisit deux points x 1 (B) 
et x 2 (B) dans Int(-Bo) H h € ^ B \B) (oil e(B) — —1 ou 1). On decoupe alors B en deux briques Bq 
et Bq a l'aide d'un arc /3 de maniere a ce que : 




Fig. 44: Decoupage en deux de la brique Bq 

1. ni Bq ni Bq ne rencontre simultanement les deux composantes connexes de dC ; 

2. h e (B ) n Bq C Bl et h~ € (B ) nB cB 2 ; 

3. pour chaque brique B adjacente a Bo, x l {B) S Bq et x 2 (B) £ Bq. 

Le deuxieme point signifie que les deux nouvelles briques sont libres ; le dernier entraine que la 
propriete 4' est encore verifiee. On obtient ainsi un nouveau graphe triadique F^, reunion des 
frontieres des briques apres deformation et decoupage. 
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Deformation et decoupage des autres briques A partir de F c , on reitere la meme operation, 
successivement, pour toutes les autres briques Bi, en recopiant mot pour mot les etapes de 
deformation et de decoupage de Bq. 

Le processus produit finalement un nouveau graphe triadique Fq de C, qui decoupe C en 2k 
briques, dont aucune ne rencontre les deux bords de C : on a obtenu la propriete supplemcntairc, 
ce qui montre que Fq est une pre-decomposition de C. □ 



Definition 11.16. On appelle pre-decomposition finie un graphe triadique F tel que 

1. F est un ensemble compact de U ; 

2. si Ton appelle pre-briques les adherences des composantes connexes du complementaire de 
F ne contenant pas de point fixe, les pre-briques sont libres. 

D'apres la premiere propriete, les pre-briques sont en nombre fini, et leur union K est compacte. 
La construction des decompositions en briques a pour corollaire immediat : 

Corollaire 11.17. Soit F une pre-decomposition finie. II existe une decomposition en briques F' 
telle que F' D K C F n K , autrement dit toute pre-brique de F est incluse dans une brique de F' . 

11.5 Premieres proprieties 

On considere toujours un homeomorphisme de la sphere § 2 , preservant l'orienta- 
tion, n'ayant qu'un nombre fini de points fixes ; de plus, on suppose desormais qu'il 
n'existe pas de courbe d'indice 1 pour h. On se donne une decomposition en briques F pour 
h (theoreme |11.12| ). 

• Lemme de Franks 

Nous commencons par appliquer le lemme de Franks aux briques de F. 

Definition 11.18. Une chaine de briques est une suite B\, ■ ■ ■ ,B^ de briques de la decomposition 
F telles que pour tout i = 1, • • • , k — 1, h(Bi) rencontre -B^+i (figure [45| ). 

Insistons sur le fait que, contrairement a la definition des chaines de disques, les briques d'une 
chaine de briques ne sont pas supposees etre deux a deux distinctes. 



T 




Fig. 45: Une chaine de briques pour la translation 



Lemme 11.19 (discretisation du lemme de Franks). Toutes les briques d'une chaine de 
briques sont distinctes. En particulier, toute chaine de briques est une chaine de pseudo-disques, 
et il n'existe pas de chaine de briques qui soit une chaine de pseudo-disques periodique. 



Preuve Remarquons d'abord qu'une brique verifie clairement la definition d'un pseudo- 
disque (definition 9.9). Soit [B\, ■ ■ ■ , B^) une chaine de briques, et supposons qu'il existe deux 
entiers i < j tels que Bi — Bj. II est clair que, quitte a extraire, on peut supposer de plus que les 



briques Bi 



, Bj-i sont deux a deux distinctes. Elles forment alors une chaine de pseudo-disques 



periodique, ce qui contredit le lemme de Franks (lemme 9.13). □ 
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• Enonces des proprietes 

On note du la frontiere topologique dans U. 

Affirmation 11.20. Si V est une reunion quelconque de briques, alors djjV est une sous-variete 
sans bord de U , fermee dans U , done une reunion (finie ou non) de cercles topologiques et de 
droites topologiques. 

Affirmation 11.21. Soit B\ et B2 deux briques adjacentes ; alors de deux choses I'une : 

1. soit h(Bi) rencontre B2, 

2. soit h(B2) rencontre B\. 

Affirmation 11.22. Les briques sont des disques topologiques fermes. 
Corollaire 11.23. 

1. Toute arete est incluse dans deux briques distinctes ; 

2. toute arete contient deux sommets distincts ; 

3. F est connexe. 

Affirmation 11.24. L'image par h de toute brique B rencontre au moins une brique adjacente a 
B. Meme chose pour l'image par h . 

• Preuves des proprietes 



La preuve de l'affirmation 11. 2C est immediate 



Preuve de l'affirmation 11.21 - Puisquc B\ U B2 n'est pas libre, mais que B\ et B2 le sont, 
e'est que h(B\) rencontre B2 ou h(B2) rencontre B±. D'autre part, si ces deux possibilites etaient 
simultanement realisees, alors (Bi, B2, Bf) serait une chaine de briques qui contredirait le lemmc 



11.19. □ 



Preuve de l'affirmation \ll.2i - Soit B une brique. D'apres l'affirmation |ll.2C , son bord 
est une reunion de cercles et de droites topologiques ; comme B est compacte (par definition des 
decompositions en briques), e'est en fait une reunion de cercles. II suffit done de montrer que le 
bord de B est connexe, ou encore que le complementaire de B dans la sphere est connexe. 

Comme dB est une reunion de cercles topologiques, chaque composante connexe de § 2 \Int(B) 
est un disque topologique ferine. Soit D\ l'un d'entre eux ; e'est aussi une reunion de briques de la 
decomposition. 

Soit B\ = B, et B2 une brique de D\ adjacente a B. En appliquant 1'affirmation 11.21 , on voit 
que Di rencontre h(B) ou h^ 1 (B). Supposons par exemple que D\ rencontre h(B) : comme B est 
libre, h{B) est un ensemble connexe inclus dans le complementaire de B, il est done inclus dans 
D\. Comme dD\ C B, on a alors h(dDi) C D%. 

Ceci nous donne deux possibilites : ou bien h{Di) C D\, ou bien fe(A dh(§ 2 \£>i)) C D\. Dans le 
premier cas, D\ serait un disque attractif, mais e'est exclu, car le lemme |9 . 4| entrainerait l'existence 
d'unc courbe d'indice 1, contraircment aux hypotheses. On est par consequent dans le deuxieme 
cas, et l'ensemble Adh(S 2 \ Df) est libre. Par minimalite de la decomposition, cet ensemble etant 
une reunion de briques, il est en fait constitue d'une seule brique, qui est necessairement la brique 
B. Ceci prouve que le complementaire de B est le disque D±, qui est connexe. □ 



Preuve du corollaire 11.25 



Point 1 (figure fl6| ) Soient B une brique et a une arete incluse dans B, qui n'est incluse dans 
aucune autre brique. Nous allons montrer que sous ces hypotheses, B ne peut pas etre un disque 
topologique. 

L'interieur de a est inclus dans Pinterieur de B (sans quoi a borderait une autre brique). Par 
definition des briques, l'ensemble O = B \ F est un ouvert connexe. II existe done une courbe 
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de Jordan 7 incluse dans O U a, rencontrant a en unique point, et de maniere transverse (voir 
figure ||. 

Soient D\ et D2 les deux disques topologiques delimites par 7. Montrons que D\ rencontre le 
complementaire de B. Ou bien D\ contient un point fixe de h, qui est dans le complementaire de B 
puisque B est bornee (compacite des decompositions). Ou bien Di ne contient aucun point fixe : 
dans ce cas, l'ensemble G = (F fl D±) \ Int(a) est un graphe triadique qui n'a qu'un nombre fmi 
de sommets. Comme tout graphe fini sans feuille possede un cycle, on peut trouver une courbe de 
Jordan 7' incluse dans G, done dans F fl D%. L'un des deux disques topologiques ouverts bordes 
par 7' est alors inclus dans le complementaire de B. 

En appliquant le meme raisonnemcnt a D2, on voit que le complementaire de B a au moins 
deux composantes connexes, ce qui contredit raffirmation f 1.22. 



B 





Point 1 



Point 2 



Fig. 46: Preuve du corollairc 11.22 



Point 2 (figure 46) Si une arete (3 contenait un unique sommet, alors l'autre arete a adjacente 



a ce sommet serait contenue dans une unique brique, contredisant le point 1. 

Point 3 Commengons par remarquer que tout point de F appartient a la frontiere d'au moins 
une brique : ceci est une consequence du point 1. 

Les briques sont en nombre denombrable ; on peut les numeroter de maniere a ce que chaque 
brique Bi soit adjacente a une brique Bj avec j < i. Pour tout entier n, la reunion 8Bq U ■ • ■ U dB n 
est alors connexe puisque chaque bord dBi est connexe. Or d'apres la remarque initiale, F — UdBi, 
e'est done une reunion croissante d'ensembles connexes, il est connexe. □ 



Preuve de I 'affirmation 11. 2\ (figure ~ On raisonne par l'absurde. Soit £ l'ensemble 
des briques adjacentes a B. Si h{B) nc rencontre aucune des briques de £ , e'est que h~ 1 (B) les 
rencontre toutes (d'apres Fafhrmation 11.2l| ). Soit Bq 6 £ ; comme B est libre, h~ 1 (B) ne rencontre 
pas B n B, en particulier B n'est pas contenu dans h^ 1 (B). La brique B rencontre done a la 
fois /i -1 (-B) et son complementaire, elle rencontre done la frontiere h~ 1 (dB). II existe done une 
brique Bi, adjacente a B, telle que h~ 1 (B 1 ) n B ^ 0. En reiterant le processus, on trouve une 



h-\B) 
hr 1 (B 1 ) 



Bo 



B 



Bi 



Fig. 47: Preuve de raffirmation 11.24 



suite B 0} Bi, ■ ■ ■ d e briq ues de £ telles que h{B{) fl B i+ i ^ 0. D'apres la discretisation du lemme 
de Franks (lemme 11.19| ), les briques (i?i)i>o sont toutes distinctes ; mais e'est impossible puisqu'il 
n'y a qu'un nombre fini de briques adjacentes k B. □ 



48 



11.6 Construction des attracteurs A + (B) 

Soit B une brique de la decomposition. On pose Aq(B) = B, et on definit par recurrence, pour 
tout entier positif i, 

A i+1 {B) = \J{B' brique de F \ B' n h(Ai) ^ 0}. 

On pose alors : 

Definition 11.25 (figure |48|). 

A+(B) = \jA l . 
i>i 

On montre facilement : 

Affirmation 11.26. A + (B) est I'union des briques B' telles qu'il existe une chaine de briques 
(Bi = B,""-,Bk = B') avec k > 2. C'est aussi le plus petit ensemble dont Vinterieur contient 
h(B), qui est une reunion de briques de F, et est un attracteur strict. 

On definit A~ (B) de maniere symetrique : 

Definition 11.27. A~(B) est I'union des briques B 1 telles qu'il existe une chaine de briques 
{Bi = B', ■ ■ ■ , B k = B) avec k > 2. 

La figure ff8| illustre la construction de l'ensemble A + (B), la figure |4S| montre A + (B) et A~ (B) 
pour une brique d'une decomposition pour l'homeomorphisme lineaire hyperbolique selle. 

Affirmation 11.28. L 'attracteur A + (B) est connexe et rencontre B. Les interieurs des ensembles 
B, A + (B) et A~(B) sont deux a deux disjoints. 

Affirmation 11.29. Toute brique adjacente a B est soit dans A + (B), soit dans A~{B), et A + {B)C\ 
B et A~ (B) n B sont connexes et non vides. 

L'allure au voisinage d'une brique est done celle de la figure [d0[ 

Affirmation 11.30. Soit A un attracteur strict, connexe, qui est une reunion de briques. Alors 
les composantes connexes de la frontiere de A dans U sont des droites topologiques. 



Preuve de I'affirmation 11.28 — Comme B est connexe, la reunion A\ des briques qui rencon- 



trent h(B) est connexe. De plus, elle rencontre B car h{B) rencontre au moins une brique adjacente 



a B (affirmation 11.24). La connexite de A + (B) s'en suit. Comme A + (B) contient A\, il rencontre 
B. 

La deuxieme phrase de I'affirmation est une consequence immediate de la version discretisee du 



lemme de Franks (lemme 11.19). □ 



Preuve de V affirmation 11.2{\ - D'apres I'affirmation 11.21, toute brique adjacente a B est 
dans A + (B) ou dans A~(B) ; mais pas dans les deux d'apres l'amrmation precedente. Celle-ci dit 
egalement que les ensembles A + {B) n B et A~(B) flBne sont pas vides. II reste a montrer leur 
connexite. 

Supposons que Pun de ces deux ensembles ne soit pas connexe. Alors on peut trouver quatre 
briques B\, B2, -B3, B4, adjacentes a B, telle que B\ et B3 soient dans A + (B) et Bi et B4 dans 
A~(B), et telles qu'en parcourant dB on rencontre successivement B\, B2, -B3 et B4 (figure |5l|) . 

Comme A + (B) est connexe et reunion de briques, son interieur est connexe par arcs, et il 
existe un arc 7 C Int(A + (_B)) joignant un point de B\ a un point de B3. A l'aide d'un autre arc 
7' C B U B\ U -B3, on peut prolonger 7 en une courbe de Jordan J. Cette courbe de Jordan ne 
rencontre pas A~{B) et separe B 2 et B4, ce qui contredit la connexite de A~(B). □ 



Preuve de I'affirmation 11. SC 
mation 



Soit C l'une de ces composantes connexes. D'apres l'affir- 



11.2C, il suffit de prouver que C n'est pas un cercle topologique. Supposons le contraire; 



comme A est connexe, l'un des deux disques topologiques ouverts bordes par C est disjoint de A, 
on le note D. Comme A est un attracteur strict, on a h(C) DD = 0, done de deux choses l'une : ou 
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Fig. 48: Construction de l'attracteur A + (B) : les premieres etapes 





\ \ / 




\ « \' 


^ ■ \ ll 






■\ 1 \ 



-B 



A-(B) : 

A(B): 

A+(B) : A 



Fig. 49: Les ensembles A + (B) et A (B) pour l'homeomorphisme lineaire hyperbolique selle (la 
decomposition est celle de la figure 40) 



a- (By 




Fig. 50: Topologie des ensembles A (B), A + (B) et A(B) au voisinage d'une brique 



B 2 




B 3 



B 



Fig. 51: Prcuvc de 1'affirmation 11. 2£ 



50 



bien D C h(D), mais le lemme |9.4| interdit les disques attractifs ; ou bien l'adherence de D est libre. 
Dans ce cas, l'adherence de D est exactement l'une des briques de la decomposition (minimalite 
de la decomposition). Par ailleurs, les briques adjacentes a D so nt tou tes dans A ; et l'une d'entre 
elles au moins, notons-la Bi, doit rencontrer h~ 1 {D) (affirmation 11.24 ). On a alors h(Bi)nD ^ 0, 
ceci contredit le fait que A est un attracteur. □ 



11.7 Construction des droites de Brouwer A(B) 



D'apres P affirmation 11.29, il existe une unique composante connexe de dA + (B) qui rencontre 



B. 



Definition 11.31 (figures 48 et [l9| ). On note A{B) l'unique composante connexe de la frontiere 
de A + (B) dans U qui rencontre B. 

Proposition 11.32. L'ensemble A(B) est une droite de Brouwer. L'ensemble BUA(B) est libre, 
et le domaine de Brouwer engendre par A(B) contient B. 



Preuve - 



A(B) est libre C'est clair puisque A + (B) est un attracteur strict. 



A(B) est une droite topologique C'est une consequence de l'affirmation 11.30 



A(B) est une droite de Brouwer Si les deux extremites de A aboutissent au meme point 
fixe x de h, il reste a montrer que A separe h(A) et ft -1 (A). Soit D celui des deux disques 
topologiques fermes bordes par A(B)U{x} qui contient A + {B), et D' son complementaire. Puisque 
h(A+(B)) C A+(B), on a h(dD) C D. Si h(D') C D, alors D' est libre, ce qui contredit la 
minimalite de la decomposition car D 1 contient plusieurs briques (par exemple, A~(B) C D'). On 
a done h(D) C D. 

On en deduit h(D) cDc h^ 1 (D), et la propriete de separation est verifiee. 



Fin de la preuve Par definition de A + (B), h{B) C kit(A + (B)), done h(B)C \A(B) = 0. D'autre 
part h{A(B)) C Int(A+(B)), done h(A(B))nB = d'apres Y affirmation |lL2|. Comme B et A{B) 
sont fibres, ceci montre que B U A(B) est libre. 

Comme B est connexe et rencontre A(B), on en deduit que B est dans le domaine de 
Brouwer engendre par A(B) (plus precisement, h(B) est dans le domaine fondamcntal de A(B), 
D(A(B),h(A(B)))). □ 



11.8 Preuve du theoreme de Brouwer, corollaires 

Theoreme 11.33 (Brouwer). Tout point de § 2 \ Fixe(/i) est dans un domaine de Brouwer. 

Preuve (P. Le Calvez, A. Sauzet) - Tout point de U est dans une b rique B, et toute brique 
B est dans le domaine de Brouwer engendre par A(B) (proposition |ll.32|) . □ 



Le resultat suivant nous servira a la section [l?] : 
Corollaire 11.34 (de la preuve du theoreme de Brouwer). 

1. Tout arc libre est contenu dans un domaine de Brouwer; 

2. S'il existe un arc libre 7 de x a y, alors il existe un arc libre de x a h n (y) pour tout entier n. 
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Preuve - 



Premier point Un arc libre est inclus dans un disq ue top ologique ferine libre D ; le b ord d'un 
tel disque forme une pre-decomposition finie (definition 11.1 6| ) . D'apres le corollaire 11.17, on peut 
choisir une decomposition en briques dont une brique contient D. Comme toute brique est incluse 
dans un domaine de Brouwer, on obtient le resultat. 



Deuxieme point Rc marquons tout d'abord que l'arc 7 etant libre, il est disjoint de tous ses 
iteres par h (lemme 9.7). En particulier, x et y ne sont pas dans la meme orbite de h. 

Examinons d'abord le cas ou h est une translation affine du plan. Soit p l'application quotient 
du plan dans l'anneau ouvert M 2 /h. L'hypothese entraine done que p(x) ^ p{y). On construit alors 
facilement, dans l'anneau, un arc qui relie p{x) a p(y) et qui fait "n tours de plus de ^(7)". Cet 
arc se releve en un arc 7' joignant x a h n (y) ; comme ^(7') est un arc, 7' est libre. 

Revenons au cas general. D'apres le premier point, un arc libre est inclus dans un domaine de 
Brouwer. Mais puisque la restriction de h a un tel domaine est conjugue a une translation affine 
du plan (affirmation 9.2C, second point), le cas precedent permet de conclure. □ 
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Quatrieme partie 

Preuve du theoreme principal de 
dynamique globale 



Dans cette partie, nous prouvons le theoreme principal de dynamique global (S.6). Rappelons 
que l'idee de la preuve du theoreme 3.6 est decrite a la section |8.3|. La section 12 contient les 



enonces des lemmes et propositions utilises dans cette preuve ; la preuve proprcment dite occupe 
la section |J. Les lemmes sont ensuite demontres dans les sections |^ a [l?]. Les sections [7^ a \F\ 
sont largement independantes les unes des autres, et peuvent etre lues dans un ordre quelconque 
(la seule exception notable concerne la section [7^, qui utilise les notions introduites au debut de la 
section 14). 



12 Enonces des lemmes 



Dans cette section, on enonce les lemmes et propositions qui seront utilises dans la preuve du 



theoreme principal; leurs demonstrations font l'objet des sections suivantes. En 12.1, on transpose 



les definitions des croissants et des petales, introduites precedemment sous l'hypothese (H2) du 
th eorem e principal, au cadre des homeomorphismes de Brouwer (hypothese (HI)) . Ceci permet, 
en 12.2 , d'ecrire une version du theoreme principal dans ce cad re (th eoreme 12.S ). II reste alors 
a enoncer les resultats permettant le cha ngem en t de cadre : en 12.3 , l'existence d'une droite de 



et 



Brouwer reliant les deux points fixes ; en |12.4 
dynamique sur S 2 \ {-/V, S} en un homeomorphisme de Brouwer 



12.5, la possibilite de rclcvcr canoniquement la 



12.1 Croissants et petales pour les homeomorphismes de Brouwer 

Nous commengons par definir petales et croissants pour un homeomorphisme de Brouwer H , 
c'est-a-dire sous l'hypothese (HI). La definition des petales ne posera pas de probleme si on 
assimile H a un homeomorphisme de la sphere fixant un unique point. La definition des croissants 
est un peu plus compliquce : pour la comprendre, il peut etre utile de garder a l'esprit que lorsqu'on 
appliquera la definition, H sera le releve d'un homeomorphisme h de l'anneau § 2 \ {./V, S}, et que 
les croissants de H (pour la nouvelle definition) doivent correspondre a des croissants de h (pour 
la definition donnee a la section |^) . II faudra ainsi penser aux croissants de H comme ayant deux 
extremites (bien que, dans la sphere M. 2 U {oo}, ces extremites aboutissent toutes les deux au point 
fixe oo). Ceci est illustre sur la figure ^2|. 



N 




Fig. 52: Les deux notions de croissants : pour un homeomorphisme de la sphere fixant N et S 
(a gauche), ou pour un homeomorphisme de Brouwer, vu comme homeomorphisme du plan sans 
point fixe (au milieu) ou comme homeomorphisme de la sphere fixant le point a l'infini (a droite) 
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• Petales 



Soit H un homeomorphisme de Brouwer. 

Definition 12.1. Soit A une droite de Brouwer pour H . On appellera petale attractif de A l'uniquc 
disque topologique ferme P + (A) de la sphere R 2 U{oo} dont la frontiere est AU{oo} et qui conticnt 
if (A). De meme, le petale repulsif de A sera le petale attractif de A pour l'homeomorphisme if , 
note P~(A). 



Nous avons deja vu que P + (A) est un attracteur strict (remarque 9.18 ). On confondra parfois 
le petale et sa trace dans le plan. 



• Croissants 



Definition 12.2. Si A et Ax sont deux droites topologiques disjointes, rappelons que £>(A , A x ) 
designe l'unique disque topologique ouvert du plan de frontiere A U Aj. On dira que l'adherence, 
dans le plan R 2 , de l'ensemble D(Aq, A±) est une bande topologique. Les deux droites Ao et Ai 
seront appelees bords de la bande. 



Definition 12.3. Si (Ao, Ai) est un couple attractif de droites de Brouwer disjointes, on appellera 
croissant (attractif) de (Ao,Ai) la bande topologique Adh(Z)(Ao, Ai)). On definit de meme le 
croissant (repulsif) associe a un couple repulsif. 

Nous avons deja vu que les croissants attractifs ainsi definis sont des attracteurs stricts (affir- 



mation 10.4, figure 2 



• Bouts d'une bande topologique 

Soit A — Adh(_D(Ao, Ai)) une bande topologique. On notera A le compactifie en bouts de A ; 
A est homeomorphe au disque ferme. On le muni d'une orientation compatible avec celle du plan. 
On notera N et S les deux bouts de A, de maniere a ce qu'en parcourant la courbe bordant A 
dans le sens positif, on rencontre A , S, Ai et N dans cet ordre (autrement dit, si Ton se place 
dans une carte ou A et Ai sont des droites euclidiennes verticales avec A a gauche de Ai, N 
est le bout "en haut" et S est le bout "en bas" : voir la figure |||) . Remarquons que ce choix de 
notation depend de l'ordre des deux droites de Brouwer dans le couple (Ao, Ai) (si on permute 
ces deux droites, les bouts N et S sont egalement permutes). 

Supposons de plus que A est un croissant attractif. Puisque H(A) C A, et que if est propre, 
la restriction de if a A s'etend a A. De plus, la configuration topologique des deux droites et de 



leurs images (affirmation 10.4, figure E9) montre que cette extension fixe les deux bouts N et S. 



• Croissants a dynamique N-S 



Definition 12.4. Un croissant attractif A = Adh(_D(Ao, Ai)) est dit a dynamique N-S si pour 
tout voisinage de N dans A, il existe un petale attractif P pour H tel que 

PC A; 

- A\PcO^. 

On definit de la meme maniere les croissants attractifs a dynamique S-N, et les croissants repulsifs 
a dynamique N-S ou S-N. 



• Petales et croissants simpliciaux 



Definition 12.5. Soit F une decomposition en briques pour H. On dira alors qu'une droite 
topologique est simpliciale si elle est incluse dans F (e'est-a-dire reunion d'aretes de F). On dira 
qu'un petale ou un croissant est simplicial si sa frontiere (dans § 2 \Fixe(/i)) est incluse dans F. On 
dira enfin qu'un croissant a dynamique N-S ou S-N est simplicial si e'est un croissant simplicial, 



et si les petales de la definition 12.4 (ou p.5[) peuvent etre choisis simpliciaux. Ces definitions se 
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transposent sans difficulte au cadre d'un homeomorphisme de la sphere ayant deux points fixes 
(hypothese (H2)). 



Definition 12.6. Soit D une bande topologique; un croissant A' est un sous -croissant de D si 
A' est inclus dans D, et si l'interieur de A' separe les deux bords de D (de maniere equivalente, si 
l'adherence de A' dans A contient les deux bouts de A). 

Remarquons que si A' est un sous-croissant d'une bande topologique D, alors les bouts de A' 
s'identifient aux bouts de D. 

Definition 12.7. On dira qu'un croissant attractif simplicial A est minimal si il ne possede pas 
de sous-croissant attractif simplicial different de A. 



12.2 Une version du theoreme principal pour les homeomorphismes de 
Brouwer 

Dans cette partie, nous commengons par enoncer une version du theoreme principal pour les 
homeomorphismes de Brouwer (theoreme |l2.8 ) . Cet enonce est ensuite decoupe en trois morceaux : 



la proposition 12.9 afhrme qu'il existe des croissants simpliciaux minimaux, et qu'ils contiennent 



toujours sumsamment de petales; le lemme 12. 1C permettra de parler de famille maximale de 



croissants simpliciaux minimaux ; enfin, la proposition 12.12 calcule l'indice partiel dans une bande 
en fonction du type des croissants minimaux qu'elle contient. 

Theoreme 12.8. Soient H un homeomorphisme de Brouwer, et F une decomposition en briques 
pour H . Soit (Ao, Ai) un couple de droites de Brouwer simpliciales disjointes, tel que IP(Ao, Ai) = 
-p < 0. 

La bande Adh(Ao, Ai) contient alors 2p sous-croissants simpliciaux minimaux : p croissants 
attractif s a dynamique N-S, et p croissants repulsifs a dynamique S-N, d'interieurs disjoints deux 
a deux, les croissants attractifs et repulsifs etant alternes entre Ao et A±. 

Remarquons que dans le cas ou l'indice partiel est strictement positif, on peut appliqucr lc 
theoreme au couple (Ai, A ). On peut tester le theoreme sur l'exemple "multi-Reeb" de la figure |3^ 
(section 10. | ). 



Proposition 12.9. Soit H un homeomorphisme de Brouwer, et F une decomposition en briques 
pour H . 

1. Tout croissant attractif simplicial A possede un sous- croissant attractif simplicial minimal; 

2. tout croissant attractif simplicial minimal est a dynamique S-N ou N-S. 
L'enonce est encore vrai en changeant "attractif" en "repulsif". 

Lemme 12.10 (figure |53| ). Soit H un homeomorphisme de Brouwer, et F une decomposition en 
briques pour H . Soit (Ao, Ai) un couple de droites de Brouwer simpliciales disjointes. 
II existe alors un entier k > — 1 et une famille (eventuellement vide) 

T = {Adh(D(A' Ql A'^), . . . , Adh(£>(A' 2fc) A^ fc+1 ))} 

de sous-croissants simpliciaux de la bande topologique Adh(D(Ao, Ai)), telle que 

- les disques topologiques ouverts D(A' 2i , A' 2i+ i) sont deux a deux disjoints; 

- ces croissants sont minimaux; 

- la famille T est maximale pour Vinclusion : autrement dit, il n 'existe pas de famille T' de 
sous- croissants de D(Aq, Ai), d'interieurs deux a deux disjoints, simpliciaux, minimaux, qui 
contienne strictement T . 



Preuve du lemme 12.1(\ - On se place sous les hypotheses du lemme. Soit fc l a largeur 



simpliciale de la bande Adh(D(A , Ai)), c'est-a-dire le plus petit entier tel qu'il existe une famille 
de kg aretes de la decomposition F, dont la reunion est connexe et rencontre Ao et Ai. 

Si T = {Ci, • • ■ , Cfc} est une famille de croissants simpliciaux, attractifs ou repulsifs pour H, 
d'interieurs deux a deux disjoints, et tels que l'interieur de chaque croissant separe Ao et Ai, alors 
il est clair que k < kg. 
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Ceci entraine immediatement l'existence d'une famille T de croissants minimaux qui est maxi- 
male pour l'inclusion. □ 

Si T est une famille de croissants vcrifiant lcs conclusions du lemme precedent, on supposera tou- 
jours que les droites A- sont numerotees dans l'ordre naturel de A vers A^. Dans ce cas, le bout 
N de chacun des croissants de T s'identifie naturellement au bout N de la bande Adh(Z?(A , Ai)) 
(meme remarque pour les bouts S). On posera aussi A'_ 1 = A et A' 2k+2 — A\. 

On note alors #(.F, a, NS), r, SN), #(.F,a,SW) et #(T,r,NS) le nombre de croissants 

de chaque type dans T (attractif N-S, etc.). 

Remarque 12.11. Dans une telle famille T, deux croissants successifs Adh(Z?(A 2i , A 2i+1 )) et 
Adh(.D(A 2i+2 , A 2i+3 )) sont toujours l'un attractif et l'autre repulsif. En effet, si par exemple ils 
etaient tous deux attractifs, alors la bande qui les separe serait un croissant repulsif simplicial, done 



contiendrait un croissant repulsif simplicial minimal d'apres la proposition 12. £. Ceci contredirait 
la maximalite de T. Le meme raisonnement montre que si le couple (Ao,Ai) est indifferent, T 
contient autant de croissants attractifs que de repulsifs. 

Proposition 12.12. Soit H un homeomorphisme de Brouwer, et F une decomposition en briques 
pour H. Soit (Ao, Ai) un couple de droites de Brouwer simpliciales disjointes, et T une famille 
maximale de sous- croissants simpliciaux minimaux de la bande Adh(D(Ao, Ai)) (e'est-d-dire que 
T verifie la conclusion du lemme 12.1(\ ). Alors : 



1. pour tout i = —1, . . . , k, I'indice partiel IP(iJ, A' 2i+1 , A' 2i+2 ) entre les bords de deux croissants 
successifs est nul, et si ces deux droites sont disjointes, il existe une chaine de pseudo-disques 
de I 'une a l'autre, constitute de briques de la decompositior^\ ; 

2. on a la formule suivante : 



IP(ff,A ,Ai) 



(#(^, a, SN) + #{T, r, NS)) - a, NS) + r, SN)) 



Remarquons en particulier que si I'indice partiel entre A et Ax est tres negatif, on obtient un 
grand nombre de croissants attractifs a dynamique N-S ou repulsifs a dynamique S-N. Inverse- 
ment, si la famille T est vide, on a k = — 1, et la proposition affirme l'existence d'une chaine de 
briques de Ao a Ai. 

12.3 Existence d'une droite de Brouwer a extremites Nord-Sud 

Proposition 12.13. Soit h un homeomorphisme de la sphere § 2 , preservant I' orientation, avec 
Fixe(h) = {N, S} (hypothe.se (H2)). On suppose que Indice(/i, N) ^ 1. Soit F une decomposition 
en briques pour h. 

Alors il existe au moins une droite de Brouwer Aq pour h, simpliciale (i.e. incluse dans F), 
dont I'adherence contient N et S. 



1B Autrement dit, que l'interieur du croissant D(A' 2i , A' 2i+l ) separe la droite Aq, la droite A' 2i et les croissants 
D(Aj . , Aj pour j < i, d'une part, de la droite Ai, de la droite A' 2i ^ 1} et des croissants D(A' 2 -, A'^.^) pour 
j > i, d'autre part. 
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Definition 10.17 
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12.4 Definition d'un indice pour les homeomorphismes de Brouwer corn- 
mutant a la translation 

On se place sous l'hypothese (H2) : h est un homeomorphisme de la sphere S 2 , preservant 
l'orientation, avec F\xe(h) — {N, S}. Nous allons melanger trois points de vue, qu'on appelle 
"modele de la sphere, du plan, de l'anneau" . Le passage d'un point de vue a l'autre se fait de la 
maniere suivante : 

- on idcntifie § 2 \ {S} au plan K 2 via un homeomorphisme preservant l'orientation qui envoie 
N sur (0, 0) (par exemple la projection stereographique) ; 

- soit t la translation (0,r) i-» (6 + l,r). On identifie l'anneau A = M 2 /r a R 2 \ {(0,0)} 
via l'homeomorphisme (0,r) i— » exp(— r + 2in8) ("exp" est l'exponentielle complexc, on a 
egalement identifie K 2 au plan complexe). 

II est clair que l'homeomorphisme h vit dans chacun des trois modeles. Ces modeles sont orientes 
de manieres compatibles, en choisissant t 1— > exp(zt) comme orientation du cercle unite du plan. 
On a un quatrieme point de vue avec le revetement universel de l'anneau A : 



le revetement 



(0,r) i— » (§ + Z,r). 

Pour ne pas confondre ce dernier point de vue avec le modele du plan, on notera . 
universel de A. La figure 54 resume les difierents points de vue. 



N 





N = (0,0) 



TT 



< — 3 R 2 < — 3 A <r 

Fig. 54: Les differents modeles 
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Definition 12.14. Un releve de h par tt est un homeomorphisme H de A tel que ttH = hir. Si C 

est un sous-ensemble connexe de A, un releve de C est une composante connexe de n (C). 

On note maintenant Comm(r) l'ensemble des homeomorphismes du plan A, preservant l'ori- 
entation, qui commutent avec la translation r : (0,r) i— > (9 + l,r); c'est aussi l'ensemble des 
releves d'homeomorphismes de l'anneau A isotopes a l'identite (voir par exemple [LR01], section 
3). Comme h preserve l'orientation et fixe N et S, il est isotope a l'identite dans le modele de 
l'anneau. Autrement dit : 

Affirmation 12.15. Tout releve H de h est un element de Comm(r), sans point fixe. 
Nous allons montrer : 

Affirmation 12.16. Soit H £ Comm(r) un homeomorphisme de Brouwer et 7 une courbe du plan 
verifiant t(j(0)) = 7(1). Le nombre Indice(i7, 7) est un entier qui ne depend pas de la courbe 7. 
De plus, il est invariant par conjugaison : si g G Comm(r), on a Indice(<?i7(7 -1 , 7) = Indice (if, 7). 

Definition 12.17. Cet entier est appele indice de H (par rapport a r), et note Indice(iJ, r). 



Preuve de Uaffirmation 12.1(\ — Soit T l'espace des courbes 7 du plan verifiant 7(1) = r(7(0)), 
muni de la topologie de la convergence uniforme. Cet espace est connexe par arcs (et meme convexe). 
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Le nombre Indice(-ff, 7) depend continument de 7 ; comme H commute avec la translation t, il 
prend des valeurs entieres sur L ; done ce nombre ne depend pas de 7. D'autre part, l'espace 
Comm(r) est connexe (puisque constitue de releves d'homeomorphismes isotope a l'identite). Le 
nombre lndice(gHg , r) depend continument de <?, done Indice(-ff, r) est constant sur l'espace 
connexe des conjugues a H via un clement de Comm(r). □ 



12.5 Existence d'un releve canonique 

Proposition 12.18. Soit h un homeomorphisme de la sphere S 2 , preservant V orientation, avec 
Fixe(h) = {N, S} (hypothese (H2)). On suppose que Indice(/i, N) 7^ 1. 

II existe alors un unique releve h de h par tt verifiant Indice(/i, r) = Indice(/i, N) — 1. On a de 
plus : 

1. si A est une droite de Brouwer pour h dont I 'adherence contient N et S , alors tout releve de 
A est une droite de Brouwer pour h ; 

2. si 7 est un arc libre pour h, ^(7) est un arc libre pour h ; 

3. si F est une decomposition en briques pour h, alors F = tt^ 1 (F) est une decomposition en 
briques pour h. 

Definition 12.19. Le releve h de h donne par cette proposition est appele releve canonique de h. 



13 Preuve du theoreme a partir des lemmes 

Nous allons prouver un enonce qui precise le theoreme ^j] : 

Theoreme 13.1 ("version simpliciale" du theoreme principal). Soit h un homeomorphis- 
me de la sphere, preservant V orientation, fixant uniquement les deux points N et S (hypothese 
(H2)). On suppose que Indice(/i, N) = 1 — p < 1. Soit F une decomposition en briques pour h. 

II existe alors p croissants attractifs simpliciaux, minimaux, a dynamique Nord-Sud, et p crois- 
sants repulsifs simpliciaux, minimaux, a dynamique Sud-Nord, d'interieurs disjoints deux a deux, 
les croissants attractifs et repulsifs etant cycliquement alternes autour de N et S. 

On deduit facilcment le theoreme pJJ de cct cnoncc. En effet, on peut toujours trouver une 



decomposition en briques pour h (theoreme 11.12). On applique alors le theoreme 13.1. Puis on 



remplace chaque croissant attractif par son image par h. On obtient ainsi une nouvelle famille de 
croissants deux a deux d'intersection reduite a {N, S} (et non plus seulement d'interieurs disjoints), 
qui verifie done la conclusion du theoreme |8.6| . Remarquons par contre que les nouveaux croissants 
ne sont plus simpliciaux. 



Preuve du theoreme 13.1 - Soit h verifiant les hypotheses du theoreme, et F une decompo- 
sition en briques pour h. 



On applique d'abord la proposition 12.13 qui nous donne une droite de Brouwer Aq, simpliciale, 



dont l'adherence contient les points N et S. 



On utilise maintenant la proposition 12.18 : on note H — h l'homeomorphisme de Brouwer, 
releve canonique de h. L'automorphisme du revetement universel tt est toujours note r. On note 
aussi F la decomposition en briques pour H obtenue en relevant F (point [| de la proposition). 
Soient A un releve de A , et Ai = t(A ). Ces deux ensembles sont des droites de Brouwer pour 
H (point [l] de la proposition). Elles sont disjointes. On peut alors relier l'indice partiel entre ces 
deux droites a l'indice de H en tant que commutant a la translation : 

Affirmation 13.2. 

IP{H, A Q) Ai) = Indice(iJ, r). 

En effet, le theoreme de Schoenflies permet de supposer que Ao est une droite verticale de 
l'anneau A, done que Ao et Ai sont deux droites euclidiennes verticales dans le plan A. Dans 
cette situation, d'apres les definitions, chacun des deux indices est egal a l'indice de H le long de 
n'importe quelle courbe allant d'un point x de Aq a t(x), ce qui prouve l'afnrmation. 
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On applique maintenant le lemme 12.10 au couple (Ao, Ai) de droites de Brouwer simpliciales 
pour H (pour la decomposition F) . On obtien t ainsi une famille maximale T de croissants simpli- 
ciaux minimaux. D'apres la proposition 12.9 , ces croissants sont tous a dynamique N-S ou S-N. 
Et on a la formule de la proposition 12.12 reliant l'indice par tiel I P(H, Ap,Ai) au nombre de 
croissants de chaque type. Remarquons que d'apres l'affirmation 13.2 ci-dessus et les proprietes du 
releve canonique, on a 

IP (if, Ao, Ai) = Indice(ff, r) = Indice(/i, N) - 1 = -p < ; 



la formule de la proposition 12.12 montrc alors que la famille T contient au moins 2 croissants. 

D'autre part, la restriction de la projection ir au disque topologique ouvert D(Aq, Ai) se pro- 
longe continument aux bouts N et S de la bande Adh(_D(A , Ai)), en une application tt qui envoie 
N sur N et S sur S ; cette application est un homeomorphisme sur son image. 

Ceci permet de voir facilement que les projections des croissants de T sont des croissants pour 
h, et que "les types dynamiques se correspondent" (c'est-a-dire que l'image par tt d'un croissant 
attractif a dynamique N-S pour H est un croissant attractif a dynamique Nord-Sud pour h, etc.). 



Le compte y est Soit maintenant T l'image par 7r de la famille T . C'est une famille de croissants 
attractifs ou repulsifs, a dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord, d'interieurs deux a deux disjoints. II 
reste a extraire de la famille T une sous-famille T' constitute de p croissants attractifs Nord-Sud 
et p croissants repulsifs Sud-Nord, la dimculte etant que les croissants des deux types doivent etre 
cycliqucmcnt alternes autour de N. 

Rappelons tout d'abord que T contient exactement le meme nombre de croissants attractifs 
que de croissants repulsifs, et qu'ils sont alternes autour de N. Ceci provient de la maximalite de 



T (remarque 12.11. 

D'autre part, la formule de la proposition [12.12 donne alors (avec des notations evidentes) : 



(*) a, NS) + r, SN)) - (#(^, a, SN) + #(^, r, NS)) = 2p. 



types recherches 



II y a deux cas : 

1. Si la famille T ne contient que des croissants des types recherches (attractifs Nord-Sud et 
repulsifs Sud-Nord), comme il y a autant d'attractifs que de repulsifs, il y en a p de chaque 
sorte, et T verifie la conclusion du theoreme. 

2. Dans le cas contraire, d'apres la formule, puisque 2p > 0, T contient neanmoins des croissants 
des types recherches ; il y a done dans T deux croissants successifs, l'un qui est d'un des deux 
types recherches, l'autre non. On considere la sous-famille T\ obtenue a partir de T en 
enlevant ces deux croissants. Comme on a enleve un croissant non-recherche et un croissant 
recherche, la formule (*) est encore valable en remplagant T par la sous-famille T\ ; comme ils 
etaient adjacents, T\ est encore constitute de croissants alternativement attractifs et repulsifs. 

On itere ce procede d'extraction jusqu'a obtenir une sous-famille Ti qui ne contient plus que 
des croissants des types recherches. Cette sous-famille satisfait encore a la formule (*), et verifie 
done la conclusion du theoreme d'apres l'etu de du premier cas. 

Ceci termine la preuve du theoreme 13.1 . □ 



14 Etude des croissants minimaux (Proposition 

Pour cette section, on suppose que H est un homeomorphisme de Brouwer, et que F est une 
decomposition en briques pour H. On considere un couple attractif (d~A, d + A) de droites de 
Brouwer disjointes, le croissant A associe, et sa frontiere dA = d~A U d + A. On note N et S les 
deux bouts de A. Tous les ensembles consideres seront supposes etre inclus dans A = AU{N, 

Remarquons notamment que, puisque A est un attracteur strict simplicial, pour toute brique 
B inclusc dans A, l'attracteur A + (B) et la droite de Brouwer A(B) sont egalement inclus dans A. 

18 De fait, nous n'utiliserons que la restriction de H a A, et ce qui suit est valable pour tout plongement de A 
dans A, verifiant des hypotheses evidentes. 
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14.1 Types topologiques et types dynamiques des droites de Brouwer 



Definition 14.1 (figure 55). Soit A une droite topologique dans A ; on appelle extremites de A 
l'intersection de l'ensemble {N, S} avec l'adherence de A (dans A). II y a done trois possibilites, et 
selon les cas, la droite topologique A est dite d extremites Nord, a extremites Sud ou d extremites 
Nord-Sud (ou encore de type topologique Nord, Sud ou Nord-Sud). 



Definition 14.2 (figure 55). Une droite de Brouwer A, incluse dans A, qui est une droite 
topologique a extremites Nord est dite de type dynamique (— > N) si A U {N} separe if (A) et le 
point fixe S (ou, de maniere equivalente, si if (A) U {N} ne separe pas A et S). 

Dans le cas contraire, elle est dite de type dynamique (N — >). On definit de meme les droites 
de Brouwer de type dynamique (— » S) et (S 

Remarquons que si A est de type dynamique (— > N), alors le petale attractif P + (A) est inclus 
dans A; de meme, si A est de type dynamique (N — >), alors le petale repulsif P _ (A) est inclus 
dans A. 



Definition 14.3 (figure 55). Une droite de Brouwer A qui est une droite topologique a extremites 
Nord-Sud est dite de type dynamique Est-Ouest si if (A) separe A de d~A dans A] dans le cas 
contraire, elle est dite de type dynamique Ouest-Est. 

Par exemple, les droites d~ A et d + A sont respectivement de types dynamiques Ouest-Est et 
Est-Ouest. 

N N 





S S 
Type (-> N) Type (JV 





Extremites Extremites Extremites 

Nord Sud Nord-Sud 

Fig. 55: Extremites et types dynamiques des droites de Brouwer 



Definition 14.4 (figure 56). Le type topologique d'une brique B de la decomposition F, incluse 
dans A, est le type topologique de sa droite de Brouwer associee A(B). De meme, le type dynamique 
de B est le type dynamique de A(B). 





S 

Type H AO 



Type (N ->) 
Fig. 56: Briques de type Nord 
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Si B est une brique de type dynamique (— > N), A + ( B) e st un attract eur dont l'adherence (dans 



A) ne contient pas S. Puisque les points crrent (lemmc ^7|ct corollaire |9.8|), les iteres positifs des 
points de A + (B) tendent alors vers iV (et aussi cevix des points de B puisque H(B) C A + (B)). De 
meme, les iteres positifs d'une brique de type dynamique (— ► S) tendent vers S. On en deduit que 
les types dynamiques (— > N) ct (— » 5) sont "incompatibles" : 

Affirmation 14.5. Si B est une brique de type dynamique (— > 2V), et B' une brique de type 
dynamique (— > 5), a/ors -B S' ne peuvent pas etre adjacentes. Mieux, les ensembles B U 
et B' U sont disjoints. 

De meme, si £? est une brique de type dynamique (N — le petale repulsif de A(B), P~ (A(B)), 
est un attracteur pour -ff -1 , inclus dans A, dont l'adherence ne contient pas S. On en deduit : 
Affirmation 14.6. Si B est une brique de type dynamique (N —*■), et B' une brique de type 
dynamique (S — alors B et B' ne peuvent pas etre adjacentes. 

La preuve de la derniere affirmation est laissee au lecteur : 
Affirmation 14.7. Soit A une droite de Brouwer a extremites Nord-Sud, simpliciale, incluse dans 
A. Si A rencontre d + A, alors A est de type dynamique Est-Ouest. 

14.2 Courbes simpliciales 

Dans cette section, nous soulignons Pun des principaux interets des decompositions en briques : 
la recherche de droites de Brouwer simpliciales est grandement facilitee par des proprietes de 
passage a la limite. 

Soit Vi l'ensemble des sous-varietes du plan, incluses dans A, de dimension 1, eventuellement 
a bord, qui sont des reunions d'aretes de la decomposition Les elements de Vi sont appeles 
sous-varietes simpliciales. Cet ensemble Vi est muni d'une topologie de Hausdorff (induite par le 
plongement C Adh(C) de V dans l'espace des compacts de A). On a un critere tres simple de 
convergence : une suite (14) C Vi converge vers Voo si et seulement si pour toute brique B de la 
decomposition, pour tout k assez grand, B n Vk — BC\ Voo (autrement dit, une suite converge si et 
seulement si sa trace sur tout compact de A est stationnaire). Insistons sur le fait que Vi contient 
l'ensemble vide. 
Affirmation 14.8. 

1. L'espace topologique Vi est compact; 

2. l'ensemble des sous-varietes simpliciales libres pour H est ferme dans Vi. 

Les preuves sont laissees au lecteur. 

Voici un exemple d'utilisation de l'espace Vi. 

Lemme 14.9. Soit (5k) une suite de sous-varietes simpliciales connexes, telle qu'il existe deux 
suites (xk) et (yk) de points de (5k) qui tendent respectivement vers N et S. Alors toute valeur 
d 'adherence L de (5k) dans V% contient une droite topologique a extremites Nord-Sud. 

Preuve - Quitte a raccourcir 5k, on peut supposer que 5k est un arc dont Xk et yk sont les 
extremites. Quitte a extraire, on peut de plus supposer que la suite (5k) converge vers L. Comme 
(xk) tend vers N et (yk) tend vers S, la sous-variete simpliciale L est une sous-variete sans bord. 
Si L contenait un cercle topologique, ce cercle serait aussi inclus dans 5k pour k assez grand, ce 
n'est pas le cas : les composantes connexes de L sont done des droites topologiques. Nous allons 
montrer que l'une d'entre elles est a extremites Nord-Sud. 

11 est facile de trouver un ensemble R, reunion de briques incluses dans A, qui est un disque 
topologique ferme, et qui separe N et S dans A (on prend une courbe 7 separant N et S, on prend 
la reunion des briques qui rencontrent 7, ct on "bouchc les trous"). Les composantes connexes 
de L (~l R sont des arcs inclus dans F, ils sont en nombre fini ; soit C l'ensemble de ceux qui 
"traversent" R (figure |5?]). Pour k assez grand, on a 5k H R = L fl R, et on voit que C contient 
un nombre impair d'elements. On raisonne par l'absurde : si toutes les composantes connexes de 
L etaient des droites topologiques de type Nord ou de type Sud, C contiendrait un nombre pair 
d'elements. Par consequent C contient au moins une droite topologique a extremites Nord-Sud. 
□ 



19 Autrement dit, toute reunion d'une famille d'aretes qui ne contient pas trois aretes ayant un sommet commun. 
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Fig. 57: C contient un nombre impair d'elements 



14.3 Etude des croissants attractifs minimaux 



Remarque 14.10 (de lecture). La preuve de la proposition 12.9 est la plus "technique" de ce 
texte. Cependant, on peut se convaincre facilement que les preuves des theoremes de dynamique 
locale B.2 et B.7 (version topologique du "theoreme de la fleur" de Leau-Fatou, et indice des iteres) 
n'utilisent qu'une propriete faible des croissants a dynamique Nord-Sud, propriete qui s'obtient 
assez rapidement (etape |] du deuxieme point de la preuve ci-dessous, affirmation 14.15| ). Plus 
precisement, on peut definir : 

Definition 14.11. Un croissant attractif C est dit faiblement a dynamique Nord-Sud si il existe 
un petale attractif P base en S, inclus dans C, qui rencontre les deux bords de C. 



Dans tous les enonces conduisant aux theoremes p.2| et p.7| (notamment dans le theoreme 13.1 

croissant attractif a dynamique Nord-Sud" par 



et l'affirmation 15.2), on peut alors remplacer 
"croissant attractif faiblement a dynamique Nord-Sud" 



Par contre, la version topologique du theoreme de la variete stable (theoreme 3.6) necessite 



la notion forte de croissant a dynamique Nord-Sud, et done la lecture de toute la preuve de la 



proposition 12.9. 



Preuve de la proposition 12. i 



Preuve du premier point L'existence d'un sous-croissant attractif simplicial minimal dans A 
va essentiellement decouler du lemme de Zorn : l'idee est de considerer une droite de Brouwer 
A - , de type dynamique Ouest-Est, "la plus a droite possible" dans A, puis une droite de Brouwer 
A + , de type dynamique Est-Ouest, a droite de A - , "la plus a gauche possible", pour obtenir un 
croissant minimal Adh(A~, A + ). Detaillons cette idee. 

Soit V la famille des droites de Brouwer incluses dans A, simpliciales, a extremites Nord-Sud, 
et de type dynamique Ouest-Est. Cett e fam ille contient d~ A. Si A est un element de T>, alors A est 
disjointe de d + A d'apres l'affirmation 14.7 . A chaque element A de T> correspond done un croissant 
attractif Adh(A, d + A) (affirmation 10.4 ). On munit T> de l'ordre induit, via cette correspondance, 
par Pinclusion sur les croissants. 

Montrons rapidement que T> est inductive. Soit (A„)„>o une suite d'elements de T> totale- 
ment o rdon nee, e'est-a-dire telle que pour tout n, Adh(A„ + i, d + A) C Adh(A„,9 + A). D'apres le 
lemme 14.9 , il existe une droite topologique Aoo, a extremites Nord-Sud, incluse dans une valour 
d'adherence de la suite (A„) 



Cette droite est libre (affirmation 14 



e'est done une droite de 
Brouwer ; on montre facilement qu'elle est de type dynamique Ouest-Est : Aoo est done un element 
de 2?.^] De plus, il est clair que Adh(A oc , d + A) c n„Adh(A n , d + A), ce qui prouve que V est 
inductive. 

On choisit alors un element A~ de T> qui soit minimal pour l'ordre. 



20 I1 est tout a fait possible que la suite (A n ) ne converge pas vers Aoo (et que l'inclusion Adh(A tx) , d + A) C 
n n Adh(A n , d + A) soit une inclusion stricte). 
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De maniere symetrique, on considere la famille D' des droites de Brouwer incluses dans le 
croissant attractif Adh(A~, d + A), simpliciales, a extremites Nord-Sud, et de type dynamique Est- 
Ouest. On montre que cette famille est inductive. On trouve ainsi une seconde droite de Brouwer 
A + . Le croissant attractif Adh(A~,A + ) est alors un sous-croissant simplicial de A, attractif, 
minimal pour l'inclusion. 

Preuve du deuxieme point On suppose maintenant que le croissant attractif simplicial A 
est minimal. Voici comment la preuve va se derouler. Nous allons montrer que pour toute brique 
B, incluse dans A et rencontrant d" A, la droite de Brouwer A(B) est a extremites Nord ou a 
extremites Sud. L'incompatibilite entre ces deux types de briques oblige alors toutes les briques 
(dans A) adjacentes a d~A a etre du meme type; et ce type determinera le type dynamique du 
croissant (Nord-Sud ou Sud-Nord). Si par exemple elles sont toutes a extremites Nord, on etudie le 
petale attractif P+(A(B)) pour B adjacente a d A et tres proche du point S. On montre d'abord 
que ce petale rencontre les deux bords de A (ce qui prouve que A est faiblement a dynamique 
Sud-Nord). Finalement, on prouve que ce petale est arbitrairement grand dans A, ce qui conclut. 

1. 

Affirmation 14.12. Les seules droites de Brouwer simpliciales d extremites Nord-Sud in- 
cluses dans A sont d~ A et d + A. 



Preuve — Soit A' une telle droi te. Si A' est de type dynamique Est-Ouest, alors elle ne peut 
pas rencontrer d~A (affir mation |14.7 ) ; et la bande Adh(d~A, A') est un croissant attractif 



inclus dans A (affirmation 10.4). Par minimalite, on en deduit que A' = d + A. Pour l'autre 



type dynamique, on conclut de maniere analogue. □ 

2. Soit B une brique dans A rencontrant la frontiere dA. 

Affirmation 14.13. La brique B est de type dynamique (— » N) ou (— > S). 

Preuve - - Comme A est attractif, A(B) ne contient pas B n dA, et ne peut pas etre egale 
h d~ A ou h d + A; elle n'est done pas a extremites Nord-Sud d'apres raffirmation 14. 12) . 



Supposons par exemple que B est de type topologique N. Comme H(A(B)) C A \ (dAUB), 
et que B rencontre dA, la droite H(A(B)) ne separe pas B et S. Or H(A(B)) ne separe 
pas non plus B et A(B). Done H(A(B)) ne separe pas S et A(B), elle est done de type 
dynamique (— » N). 

Pour les memes raisons, le type dynamique (S — ►) est exclu. □ 



3. Puisque les types dynamiques (— > N) et (— > S) sont incompatibles (affirmation 14.5 ), toutes 
les briques adjacentes k d~ A sont du meme type dynamique. Dans la suite, on se place dans 
le cas oil ce type dynamique commun est (— ► N) (le cas (— ► S) s'en deduit en echangeant 
les roles de A et S). Soit alors (Bj)j>o n'importe quelle suite de briques adjacentes au bord 
d~A, telle que limi^ +00 Bi = S. On note P + (Bi) le petale attractif associe a la droite de 
Brouwer A(Bj). 

Nous allons montrer que pour tout i assez grand, le petale P + (Bi) est arbitraire- 
ment grand dans A, ce qui prouvera que le croissant attractif A est a dynamique 
Sud-Nord. 

4. Soit Aqq une valeur d'adherence de la suite (A(Sj))j>o dans l'espace topologique Vi (sec- 

HI)- 



tion 

Affirmation 14.14. A^ contient d~ All d + A. 



Preuve Pour tout i, on note 5^ et 8f les deux composan tes con nexes de A(Bi) \ Bi 
(le fait qu'il y en ait exactement deux provient de l'afnrmation 11. 2E , figure [so]) . Par com- 
pacite de Vi, les suites de sous-varietes simpliciales (5~) e t (8 J ) out des valeurs d'adherence. 
De plus, elles verifient chacune les hypotheses du lemme 14.9 : notons alors 6^ et <5+ deux 
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droites topologiques a extremites Nord-Sud incluses dans leurs valeurs d'adherence respec- 
tives. Puisque l'ensemble des sous-varietes simpliciales libres est compact, 5^ et 5+ sont 
libres : ce sont deux droites de Brouwer. Puisque pour tout i, 6~ (~l 5f — 0, on a encore 
^oo ri 5 J, = (le fait d'etre disjoint "passe a la limite" dans Vi). Comme les seules droites 
de Brouwer simpliciales a extremites Nord-Sud sont d~ A et d + A (affirmation 14.12 ), on en 
deduit que 5^ U 5+ = d~A U d + A, ce que Ton voulait. □ 



On en deduit immediatement : 

Affirmation 14.15. Pour i assez grand, P + {Bi) est un petale attractif base en N qui ren- 
contre les deux bords de A. Notamment, A est faiblement a dynamique Sud-Nord. 

Soient x~ et x + deux points respectivement sur d~(A) et d + (A). D'apres le point [J, quitte 
a re-indexer les (Bi), on peut supposer que pour tout i > 0, A(-Bj) contient x~ et x + . On 
note (cf. figure Etk dessin de gauche) : 



A(B 




x 



Oo 



A(Si) 
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A 



Fig. 58: Anatomie de A(Sj) 



- A+ la composante connexe de A(Bi) n d + (A) contenant x + ; 

- A^ + la composante connexe de A(£?j) \ A^ qui ne contient pas x~ ; 

- Oi la composante connexe de A \ A(Bi) contenant S ; 

et on definit symetriquement A~ et A^~. Remarquons que d'apres le point ^ A^ tend vers 
d + A quand i tend vers +oo. 

La fin de la preuve consiste a montrer que pour tout i assez grand, A^ + est vide, 

et que Aoo = d~A U d + A. 

6. La suite (A + (Bi))i>o est essentiellement croissante; plus precisement : 
Affirmation 14.16. 

- Pour tout j > il existe ij tel que pour tout i >ij, A + (Bj) C A + (Bi). 

- La suite A(_Bj) converge (vers A^) dans V\. 

Preuve - - Le point || dit que Bj n d~(A) est incluse dans A(Bi) pour tout i assez grand, 
ce qui n'est possible que si Bj C A + (Bi), ce qui entraine la premiere partie de l'affirmation 
puisque A + (Bj) est le plus petit attracteur strict, reunion de briques, contenant H(Bj). 
On deduit de cette premiere affirmation que pour toute brique B incluse dans A, de deux 
choses l'une : soit B n'est inclus dans A + (Bi) pour aucun i > 0, soit il existe no tel que pour 
tout i > no, B est inclus dans A + (Bi). Par consequent, la trace de la suite (A + (Bi)) sur tout 
compact de A est constante a partir d'un certain rang, done la trace de A(B^) egalement. La 
seconde partie de l'affirmation en decoule. □ 

Quitte a extraire, on peut supposer que la suite (A + (Sj))j>o est croissante, ce que 
nous ferons dorenavant. 
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Soit i > ; puisque (A+(Bi)) contient A+(B ), il est clair que A++ n O = (cf. figure |f). 
Nous allons en deduire : 

Affirmation 14.17. Pour tout i assez grand, A++ et A~~ sont vides. 

Preuve - Fixons i; soit So = A++ , Si = A+ , et 62 la composante connexe de d+A \ Si 



dont l'adherence contient S (figure 58, dessin de droite) ; on pose S = S U Si U 62- Montrons 
alors que 5 est libre. Les deux ensembles S' = 5 U Si et 5' 2 = Si U 5 2 sont libres, en tant que 
morceaux des droites de Brouwer A(P^) et d + A ; par consequent, il y a juste a montrer que 
h(5 ) fl 8 2 — et h(S 2 ) fl <5 = 0- La premiere egalite est toujours vraie car A est un attracteur 
strict; la deuxieme est verifiee si on choisit i est assez grand pour que h(S 2 ) C Oq (ce qui 
est possible puisque, dans Vi, limj_ ++00 = d + A, done lim^ +00 82 = 0). La droite 5 est 
done une droite de Brouwer simpliciale a extremites Nord-Sud ; d'apres le point [I], on a alors 
5 = d+A, e'est-a-dire A++ =0. □ 



Affirmation 14.18. On a A M = d~ A U d+A. 



Preuve — Les composantes connexes de Aoo sont des droites topologiques ; on raisonne par 
l'absurde en supposant que l'une d'entre elles, notee Soo, est distincte (et done disjointe) de 
d~A et de d+A. 

Grace aux deux affirmations precedentes ( 14.16j et p.4.17 ), on voit que pour tout i assez grand, 
A+(Bi) U {N} est un voisinage de N dans A; par consequent, la seulc possibilite est que 
Soo soit a extremites Sud. De plus, elle est libre (affirmation 14. 8| ). On appelle Poo le disquc 
topologique ferme de frontiere Soo U {S} inclus dans A. 

Montrons que Poo est un petale repulsif, autrement dit que Soo est une droite de Brouwer. 
Nous savons deja que e'est une droite topologique libre, il s'agit done de prouver que la 
condition de separation est respectee. Soit x un point arbitraire de Soo, et notons et <5+ 
les deux arcs decoupes par les deux points x et S sur la courbe de Jordan <5oo U {S}, de 
maniere a ce que les arcs d~ A U {N, S}, <5~ , S+, et d+A U {N, S} soient disposes dans cet 
ordre autour de S (figure |5^, gauche). 




A(P ) 




Fig. 59: Construction de S 



Considerons deux briques adjacentes B C Poo et B' Poo, situccs de part et d'autre de 
Soo. Pour i assez grand, l'attracteur A+{B{) contient B' mais ne contient pas B. On ne peut 
done pas avoir H(B') n B ^ ; par minimalite de la decomposition en briques, on a alors 

p(P)nP'^0. 

En appliquant cet argument a des briques rencontrant <$~ ou 5+^ et arbitrairement proches 
de S, on obtient que les arcs d~ A U {N,S}, H(S~), 5~, H- 1 (S X> ),H- 1 {S+) S+, H(S+) et 
d+A U { N, S} (qui sont disjoints deux a deux) sont disposes dans cet ordre autour de S. Ceci 
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prouve que 8^ separe son image par H de sa preimage : c'est bien une droite de Brouwer ; 
on voit egalement que son type dynamique est (S —>). 



Nous allons conclure la preuve de l'affirmation 14.18 par un argument similaire a celui utilise 
dans la preuve de l'affirmation |14. 17 (figure |59|, droite). Comme P^ est un petale repulsif 
simplicial, on a A(Bi) n Int(Poo) = pour tout i. Considerons a nouveau un point x de Soo ; 
quitte a re-indexer, on peut supposer que A(Pj) contient x pour tout i > 0. Soit i assez 
grand (voir plus loin). On note (figure |59|) : 

- Si la composante connexe de A(Bi) fl 8^ contenant x ; 

- 8 2 la composante de A(5j) \ 8\ rencontrant d + A ; 

- So = S x \ 5i. 

Posons encore 5' = So U Si, 8' 2 = Si U S2, et S = So U Si U S 2 = S' Q U <^2- 

Montrons que (5 est une droite de Brouwer. Les arcs <5 et 5' 2 sont fibres, done (comme au 
point 0) il suffit de montrer que H(5' ) n 8' 2 = et P -1 ^) (~1 5 2 = 0. La deuxieme egalite 
est toujours vraie car est un repulseur strict, done H^ 1 (So) C Int(Poo). Montrons la 
premiere : l'ensemble Oq a etc defini au point on ecrit Oq \Poo comme l'union disjointe de 
Og et Oq (points situes "a gauche" et "a droite" de Poo, figure |59|). D'apres le point ^, pour 
tout i > io, 8 2 fl Oq = 0. Mais si i tend vers +00, Si tend (dans Vi) vers S^ = dPoo, done So 
tend vers ; comme P^ est un repulseur, on peut choisir i pour que H(Sq) C Oq, et dans ce 
cas l'egalite est verifiee. 

On a alors trouve une droite de Brouwer a extremites N ord-Su d S dans A qui n'est egale a 
aucun des deux bords de A, ce qui contredit l'affirmation 
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□ 



9. Les affirmations 14.17 et 14. IS entrainent que pour tout voisinage Os de S, pour i assez grand, 



A(E>i) \ dA C O5. Ceci prouve que A est un croissant attractif a dynamique Sud-Nord. 



□ 



15 Indice partiel et construction de droites de Brouwer 
(proposition |12.12| ) 

Dans cette section, on suppose que H est un homeomorphisme de Brouwer, et que F est une 
decomposition en briques pour H. 

15.1 Indices partiels et decomposition en briques 

La formule contenue dans la proposition |l2.12| affirme l'existence d'un certain nombre de crois- 
sants. Le lemme suivant est un morceau de la proposition (obtenu dans le cas particulier oil la 
famine T est vide). II nous permettra de prouver cette proposition en construisant, l'une apres 
l'autre, les droites de Brouwer qui bordent les croissants. 

Lemme 15.1 (figure |60p . Soit H un homeomorphisme de Brouwer, F une decomposition en 
briques pour H , et (Ao, Ai) un couple indifferent de droites de Brouwer simpliciales disjointes, Aq 
etant attractive. 

Supposons que l'une des deux hypotheses suivantes est verifiee : 

1. I'indice partiel IP(P, Ao, Ai) est different de 0; 

2. il n'existe pas de chaine de pseudo-disques de Aq a Ai, constituee de briques de la decompo- 
sition F. 

Alors il existe une droite de Brouwer simpliciale A' disjointe des droites topologiques Aq et Ai, 
les separant, telle que le couple (Aq, A' ) est attractif. 



Preuve du lemme 15.1 - Rappelons que d'apres la proposition 10. 18) ("lemme de Franks" 
pour I'indice partiel), l'hypothese 1 du lemme implique 1'hypothese 2. II suffit done d'ecrire la 
preuve sous la deuxieme hypothese du lemme. 
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Fig. 60: Obtention d'une droite de Brouwer a contre-courant 

On note Oi le disque ouvert -D(Ao, Ai) (figure [30j). Soit B l'ensemble des briques de F incluse 
dans Adh(Oi) et rencontrant Ao. Soit B £ B. Puisque (B) est une chaine de briques (de longueur 
1), l'hypothese 2 du lemme impli quc qu e BnAi = 0. D'apres la caracterisation de A + (B) en termes 
de chaine de briques (affirmation 11.26 ), on a aussi A + (B) flAi =0. Puisque Ao est attractive, on 
a A + (B) C P + (A ) ; on en deduit que A + {B) est inclus dans 0\ U A . D'autre part, remarquons 
que 1'ensenible B U A + (B) est encore un attracteur strict puisque, par definition de A + (B), on a 
h{B) C Int(A+(B)). Posons alors 

A= |J BUA+{B). 

Cet ensemble est inclus dans 0\ U Ao. C'est un a ttract eur strict, puisqu'il est reunion d'attracteurs 
stricts, et il est connexe. D'apres l'affirmation 11.30 , les composantes connexes de dA sont des 
droites topologiques. Soit A l'unique composante connexe de dA qui separe Ao et Ai (on peut 
par aussi definir A' comme la frontiere de la composante connexe de M 2 \ A qui contient Ai). Cette 
droite topologique est disjointe de Ao et de Ai, et elle est libre puisque A est un attracteur strict. 

Verifions qu'elle separe son image et sa preimage. Tout d'abord, remarquons que Ai separe Ao 
et -ff(Ai) (car Ai est repulsive pour le couple (A ,Ai)); comme A' separe A et Ai, on peut 
supposer que Ao, A , Ai, H(Ai) sont quatre droites verticales dans le plan, dont les abscisses 
sont rangees dans cet ordre (a l'aide du theoreme de Schoenflies-Homma, voir l'appendice). En 
particulier, A' Q ne separe pas Ai et H(Ai). Soit maintenant U le demi-plan ouvert de frontiere 
A' qui contient Ai. L'attracteur A ne rencontre pas U, done H(A' ), qui est inclus dans A, est 
disjoint de U. Autrement dit, U ne rencontre pas la frontiere de H(U), et comme U est connexe, 
U est inclus dans H(U) ou dans son complementaire. Mais d'autre part H(U) contient iJ(Ai), qui 
est aussi dans U, done on a en fait U C H{U). 

L'ensemble Adh(£7) est done un petale repulsif, et sa frontiere A' est une droite de Brouwer 
d'apres la remarque |9.1§| . Comme A est un attracteur, le couple (Ao, A ) est attractif. □ 

On peut remarquer que dans cette construction, il existe une chaine de briques de Ao a A , et 
que par consequent l'indice partiel entre ces deux droites vaut +1/2 ou —1/2 (d'apres le "lemme 
de Franks pour l'indice partiel", proposition 10.1§| ). 



15.2 Indice partiel et type des croissants 



Preuve de la proposition 12.1 



Soit (Ao,Ai) un couple de droites de Brouwer simpli- 
ciales disjointes, et T une famillc maximalc de sous-croissants simpliciaux minimaux de la bande 
Adh(£>(A ,A 1 )). 



Premier point Soit i un entier entre — 1 et k. Puisque les interieurs des croissants sont disjoints 
deux a deux, les droites top ologiqu es A' 2j+1 ct A' 2i+2 , appartenant a deux cr oissan ts successifs, ne 
se traversent pas (definition 10.14), et l'indice partiel est bien defini (section 10.6). Dans le cas ou 
elles ne sont pas disjointes, il vaut par definition. 
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Dans le cas ou elles sont disjointes, (A 2i ,x, ^2i+a) es * un cou pl e indifferent de droites de 
Brouwer simpliciales. On se place par exemple dans le cas ou A' 2i+1 est attractive. Supposons 
par l'absurde que l'indice partiel n'est pas nul, ou qu'il n'existe pas de chaine de pseudo- 
disques de A' 2i+1 a A' 2i+2 constitute de briques. On peut alors appliquer le lemme f 5.1 au cou- 
ple (A' 2i+1 , A' 2i+2 ), et on obtient une droite de Brouwer A, separant A' 2i+1 et A' 2i+2 , la bande 
Adh(£>(A 2i+1 , A)) etant un croissant attractif simplicial dont l'interieur est disjoint des autres 



croissants de la famille T. D'apres la proposition f 2.9, ce croissant contient un sous-croissant 



attractif simplicial minimal C . L'existence de C contredit la maximalite de la famille T . 



Deuxieme point Soit C = Adh(£>(A 2i , A 2i+1 )) un croissant de T . D'apres la proposition f2.9 
le croissant C , etant minimal, est a dynamique S-N ou N-S. L'indice partiel a travers le croissant 
est alors donne par l'affirmation suivante : 

Affirmation 15.2. Si Adh(Z?(A, A')) est un croissant attractif a dynamique N-S, ou repulsif 
a dynamique S-N, alors l'indice partiel IP(A, A') vaut —1/2. Dans les deux autres cas, l'indice 
partiel vaut +1/2. 



On suppose par exemple que le croissant est attractif. D'apres la 
definition f 2.4 des croissants a dynamique N-S ou S-N, il existe un petale attractif, base en S ou 



Preuve de l'affirmation 



en N, dont le bord rencontre les deux bords du croissant D(A,A'). Soit 7 un sous-arc du bord 
du petale, rencontrant les deux bords du croissant, et minimal pour l'inclusion. L'arc 7 est libre. 
Si le croissant est a dynamique S-N, H(j) est au-dessus de 7, et s'il est a dynamique N-S, if (7) 
est au-dessous de 7. Le lemme f0.f2 montre alors que l'indice partiel IP(A, A') vaut 1/2 dans le 
premier cas, —1/2 dans le second. □ 



On obtient bien stir l'indice partiel a travers les croissants repulsifs a dynamique S-N ou N-S 
en appliquant l'affirmation a H . 

Terminons maintenant la preuve du deuxieme point. Nous connaissons l'indice partiel entre 
deux droites successives quelconques de la famille (A'_ 1; . . . , A' 2k+2 ). 

Puisque les interieurs des croissants sont deux a deux disjoints, pour tout i, les deux droites 
A- et A- +1 ne se traver sent p as. De plus, pour tous i < j < k, la droite A^ separe A^ et A' k 
(au sen s de la definition 10. 15| ) . On peut done appliquer 2k fois la relation de Chasles generalisee 
(lemme 10. IE), ce qui donne la formule voulue. □ 



15.3 Preuve du theoreme sur les homeomorphismes de Brouwer 



Preuve du theoreme 12. q — A partir de la proposition 12.12 , il suffit de recopier les arguments 
de la fin de la preuve du theoreme principal (section O, paragraphe intitule "le compte y est"). 
Les details de la preuve sont laisses au lecteur. Ajoutons que cet enonce n'est pas utilise dans le 
reste du texte. □ 



16 Existence d'une droite de Brouwer a extremites Nord- 
Sud (Proposition |12.13|) 



Soit h un homeomorphisme de la sphere § 2 , preservant l'orientation, avec Fixe(/i) = {N, S} 
(hypothese (H2)). On suppose que lndice(h, N) ^ 1. Soit F une decomposition en briques pour 
h. 

Les notions de types topologiques, de types dynamiques, ainsi que I'espace Vx des sous-varietes 
simpliciales ont ete definis dans le contexte d'un croissant attractif simplicial A pour un homeo- 



morphisme de Brouwer H (sections 14.1 et 14.2 ). Ces definitions et les rcsultats de ccs sections 



se transposent sans difficulte, et quasiment mot pour mot, au contexte de la presente section 
(remplacer H par h, le plan K 2 et A par § 2 \ {N, S}, et le compactifie A par § 2 ). 



(i,s 



Preuve de la proposition 



12.U 



Premier cas Si il y a une brique B de type topologique Nord-Sud, on a gagne. 



Deuxieme cas Supposons maintenant qu'il existe des droites de Brouwer A(B) de type 
topologique Sud arbitrairement proches de N. 

Autrement dit, il existe une suite (Bf.) de briques de type topologique Sud et une suite (xk) de 
sommets de F tendant ve rs N telle que pour chaque k, Xk G A(Bk). La suite (A(Bk)) verifie alors 
les hypotheses du lemme 14.9| .pl 

II existe done une droite topologique A de type Nord-Sud, incluse dans une valeur d'adherence 
de la suite (A(Bk)). Ccttc droite est libre (affirmation 14.8 ), e'est done une droite de Brouwer a 
extremites Nord-Sud : on a encore gagne. 



Troisieme cas S'il existe des droites de Brouwer A(B) a extremites Nord arbitrairement proches 
de S, on conclut comme au deuxieme cas en echangeant les roles de N et S. 



Et e'est tout Nous allons montrer qu'on est forcement dans l'un des trois cas enumeres. 

On raisonne par Pabsurde, en supposant lc contrairc. II existe alors un voisinage connexe On 
de N qui ne rencontre pas de droite A(B) a extremites Sud, et un voisinage connexe Os de S qui 
ne rencontre pas de droite A(B) a extremites Nord. Remarquons que si B est de type dynamique 
(— > N), A(B) separe A + (B) de S, done aussi de Os ; en particulier, A + (B) et Os sont disjoints. 

Affirmation 16.1. II existe une famille {B\,---,B)f\ de briques qui sont toutes du meme type 
dynamique ((S — >) ou (N — ») ), telles que C = B\ U • • • U Bk est connexe et separe N et S . 



Preuve de I' affirmation — On pose 

E N = [J{B U A + (B) | B brique de type dynamique (— > N)}, 

E s = [_J{5 U A + (B) | B brique de type dynamique (— > S)}. 

Puisque En est une reunion de briques et ne rencontre pas Os, En U {N} est ferme. Cet 
ensemble est aussi connexe (comme reunion de connexes contenant N). De plus, En H Eg = 
(voir l'affirmation 14.5 sur "Pincompatibilite" des types (— > N) et (— > S)). II n'est pas difficile 
de voir qu'il existe alors une famille {B\, ■ ■ ■ , B^} de briques telles que C = B\ U • ■ ■ U Bk est 
connexe, ne rencontre pas Int(£W U Es) et separe N et S (figure |6l] : on peut construire C en 
"faisant le tour" de On U En)- Les briques Bi ne peuvent pas etre de type Nord-Sud, sans quoi 




C 



Fig. 61: Construction de C 



on serait dans le premier cas ; ni de type dynamique (— > N) ou (— > S), sinon elles seraient incluses 
dans En ou Eg. Elles sont done chacune de type dy nam ique (S — ►) ou (N — ►) ; comme ces deux 
types dynamiques sont "incompatibles" (affirmation 14. 6| ) et que C est connexe, elles sont toutes 
du meme type dynamique. □ 



21 Ce lemme a ete enonce dans le contexte d'un croissant attractif pour un homeomorphisme de Brouwer, mais 
l'enonce et la preuve se transposent quasiment mot pour mot au present contexte (le seul changement, dans la 
preuve, est que R est maintenant un anneau et non un disque topologique). 
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A-(B) 
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A(B) 



n 



Fig. 62: L'ensemble A (B) pour une brique de type dynamique (S — ►) 

On suppose par exemple que toutes les briques Bi sont de type dynamique (S — Remar- 
quons d'abord que dans ce cas, l'adherence du repulseur A~(Bi) |^] contient S et pas N (figure 

H). 

Soit C = A (Bi) U • • • U A (Bfc). Cet ensemble est connexe, c'est une reunion de repulseurs, 
done un repulseur. De plus, Adh(C') contient S et pas N. 

On considere la composante connexe de § 2 \ C qui contient N ; soit D son adherence. Commc 
C est un repulseur, on a h~ 1 (dD) n Int(Z?) = 0; done D est un attracteur. De plus, on voit 
facilement que c'est un disque topologique. D'apres le lemme 9.4, ceci contredit le fait qu'il n'existe 
pas de courbe d'indice 1. □ 

Remarquons que le deuxieme cas envisage, dans lequel l'absence de brique de type topologique 
Nord-Sud oblige a effectuer un passage a la limite, survient pour la decomposition de l'homeomor- 
phismc lincairc hyperboliquc selle dessinee sur les figures 



17 Construction du releve canonique (proposition 



17.1 Preuve de la proposition |12.18 



Soit h un homeomorphisme de la sphere § 2 , preservant l'orientation, avec Fixe(/i) = {N,S} 
(hypothese (H2)). On suppose que Indice(/i, N) ^ 1. 



Construction du releve h D'apres la proposition 12.13, il existe au moins une droite de Brouwer 
Ao dont l'adherence contient N et 5. 

On se place dans le modele du plan. Commencons par remarquer que les quatre droites 
topologiques Ao, h(Ao), h 2 (Ao) et /i 3 (Ao) sont dispose dans cet ordre cyclique autour du point 
N. Ceci decoule facilement du fait que le domaine fondamental D(Aq, h(Ao)) est libre (affirma- 
tion |j2|). Quitte a conjuguer h en utilisant le theoreme de Schoenflies-Homma, (voir l'appendice) 
on peut supposer que ces quatre droites topologiques sont des demi-droites euclidiennes issues de 
N decoupant quatre quart-de-plans, disposees comme sur la figure p3. 



h 3 (A) 




Fig. 63: L'image d'un point X n'est jamais sur la demi-droite issue de N, opposee a X 



22 Ici, on conclurait facilement avec un lemme de Birkhoff, (voir par exemple |LRO0|), mais un petit argument 
pcrmct de l'cv iter. 



23 Dcfinition 11.27 
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Notons Pi = D(Ao,h(Ao)), ■ ■ ■ , P4 — Z?(ft 3 (Ao), Ao) les quatre quart-de-plans comme sur la 
figure |63|. L 'ensemble Pi etant un disque topologique ouvert libre, il est disjoint de tous ses iteres 



(lemme gj) : on a done ft (Pi) = P 2 , ft(P 2 ) = P 3 , ft(P 3 ) C P 4 et ft(P 4 ) C P 4 U Pi. Notons [AB] le 
segment euclidien, dans le modele du plan, joignant les deux points A et B. Dans cette situation, 
pour tout X £ M 2 , on a la propriete N g" [Xh(X)], autrement dit le segment [Xh{X)\ est inclus 
dans l'anneau A. 
On considere : 

- Xq un point quelconque de l'anneau A ; 

- 7 = [X h(X )] ; 

- Xo un releve de Xq a A ; 

- 7 l'arc releve de 7 issu de X Q ; 

- Fo 1'autre extremite de 7. 

D'apres les proprietes generales des revetements, il existe un unique releve ft de ft verifiant h(Xo) = 

Comme ft commute avec l'automorphisme de revetement r, il ne depend pas du choix du releve 
Xq. Comme Pare [Jfft(Jf)] varie continument avec X, le releve ft ne depend pas non plus du choix 
du point Xq. 

Calcul des indices Notons 9 l'application (8,r) 1— ► 9 du plan A. Par construction, Phomeo- 
morphisme h verifie la propriete : 

(*) Pour tout X e A, \6(X) - 0(h(X))\ < -. 

La formule reliant les indices decoule alors du lemme suivant : 

Lemme 17.1. Soit g un homeomorphisme de l'anneau A, sans point fixe, isotope a I'identite, et 
g un releve de g au plan A. Supposons que g verifie la propriete (*) ci-dessus. Alors Indice(<7, r) = 
Indice(g, N) - 1. 



(La preuve du lemme 17.1 est donncc plus loin.) 



Unicite Le lemme precedent prouve notamment que l'indice de h par rapport a r n'est pas nul. 
Soit maintenant hi — r oh un autre releve de h (pour fixer les idees, prenons k > 0, le cas negatif 
etant similaire), et X un point de A. De la propriete (*), on deduit l'inegalite 

(**) 0(h'(X)) = 9(h(X)) + k> 9(h(X)) + 1 > 9{X) + 1/2 

ce qui entraine facilement que l'indice de ft' par rapport a r est nul ("le vecteur h'(X) — X point c 



partout vers la droite, il ne peut pas faire de tours" : voir par exemple la preuve du lemme 10.12) 



Point 1 : releve des droites de Brouwer Un releve d'une droite topologique de § 2 est claire- 
ment une droite topologique de A. Un releve d'un ensemble libre est clairement libre. II reste a voir 
que tout releve A d'une droite de Brouwer A dont l'adherence contient N et S verifie la propriete 
de separation : A separe ft(A) de ft _1 (A). 

Or cette propriete est clairement verifiee si A est la droite de Brouwer A utilisee dans la 
construction de ft donnee ci-dessus. Par unicite, 1'homeomorphisme ft ne depend pas de la droite 
utilisee dans la construction, done la propriete est verifiee pour toute droite A. 

Point 2 : projection des arcs libres Rappelons que le nombre Indice(ft,r) n'est pas nul. Nous 
allons alors utiliser le lemme suivant (dont la preuve est donnee plus loin) : 

Lemme 17.2. Soit H G Comm(r), et supposons qu'il existe un arc 7 dans A, libre pour H , et un 
entier k non nul tels que 7(1) = T k (j(0)). 
Alors Indice(i7, r) = 0. 
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Soit 7 un arc de A libre pour h, montrons que 7f(7) est un arc libre pour h. La courbe 77(7) 
est bien un arc : sinon l'arc 7 rencontre un de ses iteres T k (j), ce qui est exclu d'apres le lemme 



17.2 ci-dessus (que Ton applique au sous-arc 7' de 7 allant d'un point x dans 7 R T~ k ( r y) au point 
T k {x)). Si n'est pas libre, ^(7) rencontre r fc (7) pour un certain entier k (avec k ^ puisque 
7 est libre pour h). Soit x G 7 tel que y = h~ l {T k (x)) G 7. L'arc 7 est alors un arc libre pour h 
contenant x et y : d'apres le corollaire 11.34, il cxiste aussi un arc libre pour h qui contient x et 
h(y) = r k (x). Ceci contredit encore le lemme 17.2 



Point 3 : releve d'une decomposition en briques Soit enfin F une decomposition en briques 
pour h, et F = n (F) ; il s'agit de montrer que F est une decomposition en briques pour h. 

II est clair que F est encore un graphe triadique. Comme les briques de F sont des disques 
topologiques, chaque brique de F est un disque topologique releve d'une brique de F. En particulier, 
le graphe triadique F est libre et compact. II reste a prouver que F est minimal, c'est-a-dire que 
la reunion de deux briques adjacentes n'est pas libre. 

Soient B et B\ deux briques de F adjacentes, et appelons B — Tr(B ) et B\ = tt(-Bi) les 
briques correspondantes dans F. Les briques Bq et B\ sont adjacentes; done l'image de l'une 
rencontre l'autre, par exemple il existe x G Bq tel que h(x) G B±. Soit x un releve de x dans Bq, 
et y un releve de h(x) dans B\. Puisque Bq et B\ sont adjacentes, il existe un arc 7 allant de x a 
y et inclus dans Bq U B\. 

Or l'arc ^(7) n'est pas libre, puisqu'il va de x a h{x) ; d'apres le point precedent de la proposition, 
l'arc 7 n'est pas libre. A fortiori, la reunion BqUBi n'est pas libre. Ceci prouve que F est minimal, 



et acheve la preuve de la proposition 12.18 



Trans itions pour F Remarquons au passage que puisque h(Bo) R Bi ^ 0, le lemme de Franks 
( 11.19 ) entraine h(B\) R Bq = 0, done h(Bi) R So = 0- La decomposition F etant minimale, e'est 
done l'image de Bq qui rencontre B\. Autrement dit, l'application 7r envoie les "tr ansitions" de F 
sur les transitions de F (ou, en terme de l'orientation des aretes definie dans [ 5au01 ] , est compatible 
avec les orientations). 



17.2 Preuve des deux lemmes 








Nm I 


Hoi 




u 


Fig 




Fig. 64: Preuve du lemme 17.1 



Preuve du lemme 17.1 



Voici une explication informelle, qui s'appuie sur la figure |64j On 
se place sous les hypotheses du lemme. D'apres la definition de l'indice, le nombre Indice(g, N) — 1 
correspond alors, dans le modele du plan M 2 (dessin en bas a gauche), a la variation angulaire de 
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Tangle ct\ entre le vecteur "tournant" u et la direction du segment euclidien de x a g(x), lorsque 
le point x parcourt un cercle qui entoure N (le "—1" vient du fait que le vecteur u fait un tour 
lorsque x parcourt le cercle). 

Le nombre Indice(<7, t), lui, correspond a la variation angulaire de Tangle ui represente sur le 
dessin du haut, entre le vecteur horizontal u, releve de u, et la direction du segment de i a g(x), 
lorsque le point x parcourt un segment horizontal de longueur 1 (qui se projette sur le cercle). 

Pour montrer que ces deux nombres n'en sont qu'un, le probleme vient du fait que les deux 
angles ct\ (en un point x) et (en un releve x) ne sont pas egaux (comme on peut le voir sur 
le dessin : la projection de A sur A est une isometric locale pour les mctriqucs naturclles sur les 
dessins, mais pas celle de A sur R 2 ). 

Ccpcndant, grace a Thypothese (*), ces deux angles ne prennent jamais des valeurs opposees. 
On en deduit facilement que les deux variations angulaires coincident (une manierc geomctrique 
de voir que Tapplication ot\ est homotope a Tapplication a-i consiste a deformer le plan R 2 en 
Tanneau A, en passant par des cones de plus en plus pointus ; a tout moment de la deformation, 
Thypothese (*) assure Texistence d'une unique geodesique minimisante de a; a g(x) ; au debut de la 
deformation, cette geodesique coincide avec le segment euclidien du plan R 2 ; a la fin, elle coincide 
avec le segment geodesique dans Tanneau A, qui se releve en un segment euclidien dans le plan A). 
□ 



Preuve du lemme 17. £ - On se place sous les hypotheses du lemme. On considere, dans 
Tanneau A, la courbe 7r(7) ; c'est une courbe fermee, qui fait k fois le tour de A. On voit facilement 
qu'une telle courbe contient une courbe fermee simple, et que cette courbe fermee simple fait une 
fois le tour de A (pas plus, sinon elle aurait un point double ; et elle ne peut pas etre nulhomotope, 
sans quoi 7 aurait un point double). Cette courbe fermee simple possede un releve 7' inclus dans 
7, et 7' est encore libre pour H : quitte a remplacer 7 par 7', on peut supposer que k — 1 et que 
77(7) est une courbe fermee simple de A. 

On peut maintenant se ramener au cas oil 7 = [0, 1] x {0} : en effet, le theoreme de Schocnflics 
fournit un homcomorphismc g de A, isotope a Tidentite, verifiant 3(^(7)) = tt([0, 1] x {0}), et on 
remplace H par gH g -1 oil g est un releve de g ; ceci ne change pas la valeur de Indice(ff, r) d'apres 



Taffirmation 12.16 



Rappelons que Int(a) designe Yinterieur d'un arc a, e'est-a-dire Tensemble a(]0, 1[). Soit, dans 
A, les deux demi-droites D\ —] — 00, 0] x {0} et D2 = [1, +oo[x{0}. Supposons que H(-f) rencontre 
Di et Di. On voit alors facilement que Int(r(7?(7))) doit rencontrer Int(iJ(7)) ; mais alors Int(r(7)) 
rencontrerait Int(7), or ce n'est pas le cas. 

L'une au moins des deux demi-droites D\ et D2 est done disjointe de H (7) ; supposons par 
exemple qu'il s'agisse de D\. Alors, comme 7 est libre, H(j) est disjoint de D\ U 7. Dans ce cas, 
pour tout X G 7, le vecteur H(X) — X ne pointe jamais dans la direction horizontale gauche. Ceci 
entraine que Indice(-ff, r) = (Targument est le meme que celui donne dans la preuve du lemme 



10.12 et represente sur la figure EM). □ 



17.3 Complements sur h et sur les autres releves de h 

L'enonce suivant contient quelques proprietes supplementaires des releves de h, qui ne seront 
pas utilisees dans le texte. II necessite les definitions suivantes (et les definitions similaircs pour 
h): 

Definition 17.3. Un arc de translation pour h est un arc 7 qui relie un point x a son image h(x), 
et tel que 7 n ^1(7) = {h(x)}. 

Definition 17.4. Un couple (x,y) de points de A n'appartenant pas a la meme orbite de h est 
singulier si pour tout e > 0, il existe un point z et un entier positif n, tel que z soit e-proche de x, 
et h n (z) e-proche de y. 



Proposition 17.5 (complement a la proposition 12.18). Sous les hypotheses de la proposi 



tion 12.1a, on a 



73 



1. un couple (x,y) de points de A est singulier si et settlement si il existe des releves x et y de 
x et y tels que (x, y) soit singulier pour h ; 

2. le releve canonique h n'est pas conjugue d une translation affine. En particulier, il existe des 
couples singuliers pour h ; 

3. les autres releves hi de h sont tous conjugues d une translation affine ; 

4- si 7 est un arc de translation pour h, alors tout releve 7 est un arc de translation pour le 
releve canonique h, et est libre pour les autres releves de h. 



Preuve Pour lc premier point, la propriete essentielle est que dans les coordonnees de la 
figure [33|, toute orbite pour h est entierement incl use d ans une bande verticale de largeur 2. 

Le deuxieme point peut se deduire du lemme 17.2 (l'exist ence de couples singuliers provient 
alors d'un resultat de B. Kerekjarto, voir par exemple LR99a |, proposition 8). 

Lc troisieme point decoule immediatement de l'inegalite (**) (preuve de l'unicite dans la propo- 
12.18| ). 



sition 



Lc dernier point decoule du point 2 de la proposition 12.18 concernant les arcs libres. 
Les details sont laisses au lecteur. □ 



Une consequence de ce complement est qu'il existe aussi des couples de points de A singuliers 
pour h. Ceci peut egalement se prouver directement, selon la strategic suivante : dans le cas 
contraire, tous les points de l'anneau A ont le meme ensemble w-limite, qui est l'un des deux points 
fixes (par exemple N). Dans ce cas, un argument celebre dc Birkhoff montre qu'il existe un disque 
attractif contenant le point N (voir par exemple [ LR00[ ). D'apres le lemme 3.4, l'indice de N est 
alors egal a 1. 
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Cinquieme partie 

Applications en dynamique locale 

Nous deduisons du theoreme d'extension |7.l| , du theoreme d'existence de decomposition en 
briques 11.12 et du theoreme principal 13.1 les theorcmcs de dynamique locale 3.6, |3.2| et 3.7. La 



preuve du theoreme i.z utilisera aussi les rcsultats elementaires sur les decompositions en briques ; 
celle du theoreme 3.7 necessite de plus un certain nombre des resultats intermediaires de ce texte. 
Les sections et sont completement independantes. 



18 Theoreme de la fleur topologique 



Preuve du theoreme 3.i. - Soit h : U — > V un homeomorphisme local dont le point fixe est 



d'indice strictement superieur a 1. On applique le theoreme d'extension 7.1, et on se place dans le 
modele de la sphere, mais en identifiant (0, 0) a S et l'infini a N. On obtient ainsi un homeomor- 
phisme de la sphere fixant uniquement N et S, que Ton note encore h, avec Indice(/i, S) = 1+p > 1. 
L 'homeomorphisme h verifie alors les hypotheses du theoreme principal, et il suffit maintenant de 
montrer que tout voisinage de S contient p petales attractifs et p petales repulsifs, d'intersections 
deux a deux egales a {S}, cycliquement alternes. 

Soit F une decomposition en briques pour h (theoreme 11.12 ). D'apres le theoreme 13.1 ("ver- 
sion simpliciale" du theoreme principal), il existe p croissants attractifs a dynamique Nord-Sud, 
simpliciaux, et p croissants repulsifs a dynamique Sud-Nord, egalement simpliciaux, deux a deux 
d'interieurs disjoints, et cycliquement alternes autour de S. Par definition, un croissant attractif 
a dynamique Nord-Sud contient un petale simplicial attractif base en S; de meme un croissant 
repulsif a dynamique Sud-Nord contient un petale simplicial repulsif base en S. 

Pour obtenir l'existence des 2p petales dans tout voisinage de S, il suffit done de montrer 
qu'un petale attractif simplicial contient des petales attractifs arbitrairement proches de S ; plus 
precisement, il nous reste a prouver : 

Lemme 18.1. Soit h un homeomorphisme de la sphere, preservant V orientation, fixant uniquement 
les deux points N et S, tel que Indice(/i, N) ^ 1. Soit F une decomposition en briques pour h, et 
Os un voisinage de S. Alors tout petale attractif simplicial P base en S contient un petale attractif 
simplicial base en S et inclus dans Os- 

Soit K = P \ Os ; il s'agit de montrer qu'il existe un petale attractif simplicial, inclus dans P, 
et disjoint de K. On peut toujours supposer que K est reunion d'un nombre fini de briques de la 
decomposition, et que chaque composante connexe de K rencontre le bord de P (quitte a grossir 
K). 

Puisque K rencontre le bord de P, il existe une brique B\ incluse dans K et rencontrant le 
bord de P. Comme P est un attracteur strict reunion de briques, A + (Bi) C P, et A(Bi) est a 
extremites Sud ; de plus, on voit facilement que la brique B\ ne peut qu'etre de type dynamique 
(— > S). La droite A(£>i) delimite done un petale attractif Pi = P + (Bi), inclus dans P, et ne 
contenant pas B\. 

On applique ce precede autant de fois que necessaire jusqu'a obtenir un petale attractif Pk dis- 
joint de K (plus precisement, on peut raisonner par recurrence sur le nombre de briques contenues 
dans K , en remarquant que, a la fceme etape, chaque composante connexe de K n Pk rencontre le 
bord de P k ). □ 



19 Branches stables et instables locales 



Preuve du theoreme 3.t 



Soit h : U — > V un homeomorphisme local dont le point fixe est 



d'indice strictement inferieur a 1. D'apres le theoreme d'extension 7.1, il suffit de traiter le cas 
ou Phomeomorphisme local h est la restriction a un voisinage de N (que l'on notera encore U) 
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d'un homeomorphisme de la sphere fixant uniquement N et S (que Ton notera encore h), avec 
Indice(/i, N) = l-p<l. 

D'apres le theoreme global [B.6] , il existe p croissants attractifs a dynamique Nord-Sud et p 
croissants repulsifs a dynamique Sud-Nord, deux a deux d'intersection egale a {N, S}, cycliquement 
alternes autour de TV. 

Soit A l'un des croissants attractifs a dynamique Nord-Sud. Par definition, il existe un petale 
attractif P en S, inclus dans A, tel que A \ P C U. On peut de plus supposer que la situation est 
homeomorphe au dessin de la figure ^ (a), c'est-a-dire que l'ensemble a = dP \ dA est connexe : 
en effet, dans le cas contraire, on peut se ramener a cette situation en modifiant legerement le 
petale P, comme indique sur la partie (b) de la figure. 




s 

(a) 

Fig. 65: Construction d'une branche instable locale 

On pose alors W kA = Kdix{A\P) (c'est un disque topologique) ; et pour tout n > 0, on appelle 
k n la composante connexe de h n (A) n W kA qui contient N. On pose fc^ = n„>ifc„. 

Affirmation 19.1. Soit U' un disque topologique ferme, voisinage de N , tel que U' n A = Wk A ; 
alors l'ensemble kA est une branche instable U' -locale. 

Preuve - - Nous prouvons successivement que kA verifie les quatre points de la definition des 
branches instables [/'-locales (definition |3.5| ) . 

L'ensemble k n contient N, et on voit facilement qu'il rencontre a. 11 est compact, connexe, 
plcin (une composante connexe d'un ensemble plein est pleine). On a aussi h n+1 (A) C h n (A), done 
k n +i C k n . 

Par consequent l'ensemble kA contient TV, rencontre a et est inclus dans U' (ceci prouve le 
premier point). II est compact et connexe comme intersection decroissante d'ensembles compacts 
et connexes ; il est plein comme intersection d'ensembles pleins. Ceci prouve le deuxieme point. 

Montrons que kA C h(kA)- Tout d'abord, k\ C hiWk A ) ; en effet, on a 

fei c h(A) n (Wk A ) = h{w kA uP)nw kA 

= (h(w kA )nw kA ) u (h(P)nw kA ) 
= h{w kA )nw kA 

car h(P) fl W kA = (P est un attracteur strict). On a done k n+ i C ki C h(W kA ) ; k n+ \ est un 
ensemble connexe inclus dans h n+1 (A) n h(W kA ) et qui contient N. Or h(k n ) est la composante 
connexe de h n+1 (A) n h(W kA ) contenant TV; on a done k n+ i C h(k n ). On en deduit fc^ C h(kA)- 

Soit x un point de Ua- Ses iteres negatifs sont tous dans kA, done ne peuvent que tendre vers 
N d'apres le corollaire |9.8| . Ceci prouve le troisieme point. 

L'ensemble W kA est un voisinage de fc^ \ {N} dans U'. Soit y un point de W kA . D'apres la 
definition des croissants attractifs a dynamique Nord-Sud, il existe un petale attractif base en S 
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contenant y, par consequent les iteres positifs de y tendent vers S, et y possede un itere positif 
hors de U' . Ceci prouve le quatrieme point. □ 

On effectue la meme construction pour chaque croissant attractif a dynamique Nord-Sud 
A\,---A p , et la construction similaire pour chaque croissant repulsif a dynamique Sud-Nord 
A^j-'-A' (en remplagant h par /i -1 ). Ceci produit des ensembles Wk A ., Wk A , et des compacts 

kAi, k A i.- 

On trouvc facilement un disque topologique ferine U' , voisinage de N , inclus dans U fl h(U), 
tel que pour tout i, [/' H A; — Wk A . et VnA^ — Wk A , ■ Les compacts k Ai et k A '. sont des branches 
instables et stables [/'-locales verifiant les proprietes voulues. □ 



20 Indices des iteres 

Dans ccttc section, nous montrons que pour un homeomorphisme local d'indice different de 1, 
les indices de h n et de h sont egaux pour tout n non nul. Le point 1 du theoreme, qui revient 
a montrer que l'indice de h n est bien defini pour tout entier n non nul, decoule du lemme (bien 
connu) suivant : 

Lemme 20.1 (absence de recurrence locale). Soit h : U — > V un homeomorphisme local 
fixant uniquement 0, tel que l'indice du point fixe est different de 1. II existe alors un ensemble 
U' C U , voisinage de 0, ayant la propriete suivante. Pour tout point x de U' , si la suite (h n (x)) n >o 
est definie pour tout n positif et entierement incluse dans U' , alors cette suite tend vers 0. 

En particulier, pour tout entier n > 0, il existe un voisinage U" de tel que Vhomeomorphisme 
local h n : U" — > h n (U") n'a pas d'autre point fixe que 0. 

Rcmarquons que l'exemple de la figure [ill montre qu'on ne peut pas toujours choisir U' = U. 



Preuve du lemme — Le theoreme d'extension 7.1 permet de supposer que h est un homeomor- 
phisme defini sur le plan ]R 2 , et fixant uniquement 0. Dans ce cadre, l'hypothese d'indice permet 



d'appliquer la theorie de Brouwer : le lemme decoule alors du corollaire 9.8. □ 



Passons maintenant au calcul de l'indice des iteres de h. L'idee de la demonstration est simple. 
Comme toujours, il suffit de faire la preuve dans le cadre global. A l'aide des resultats de ce 
texte, nous pouvons decouper la sphere en un certain nombre de croissants attractifs et repulsifs, 
a dynamique Nord-Sud ou Sud-Nord, d'interieurs disjoints deux a deux. On voit assez facilement 
que les indices partiels pour h et pour h n a travers chaque croissant coincident. D'autre part, entre 
deux croissants adjacents, l'indice partiel pour h est nul, et il existe une chaine de disques pour h, 
grace a laquelle on peut montrer que l'indice partiel pour h n est encore nul. La relation de Chasles 
permet de conclure. 

En pratique, on va se ramener, via le releve canonique, au cadre des homeomorphismes de 
Brouwer. On commence done par prouver une version du theoreme dans ce cadre. Remarquons 
que l'une des difficultes de la preuve concerne le changement de cadre : en effet, si H designe le 
releve canonique de h, il n'est pas clair a priori que H n soit le releve canonique de h n (tant qu'on 
ne sait pas quel est l'indice de h n , le releve cnonique n'est pas defini...). Ceci sera par contre un 



corollaire immediat du theoreme et de la proposition 20.2. 

Rappelons qu'une droite de Brouwer pour H est encore une droite de Brouwer pour toute les 
puissances non nulles de H (remarque 9.19| ). 



Proposition 20.2 (Indices partiels des iteres). Soit H un homeomorphisme de Brouwer, et F 
une decomposition en briques pour H . Soit (Aq, Ai) un couple de droites de Brouwer simpliciales 
disjointes. Alors pour tout entier n non nul, les indices partiels IP(i?, Ao, Ai) et lP(H n , Aq, Ai) 
sont egaux. 



On se place sous les hypotheses de la proposition 20.2, et on considere une famille verifiant 
la conclusion du lemme 12.10| , autrement dit une famille maximale de sous-croissants simpliciaux 



minimaux de la bande Adh(Z?(Ao, Ai)), 

T = {Adh(D(Ag, A'J), . . . , Adh(D(A^ fe , A^ +1 ))}. 



77 



On a alors : 

Lemme 20.3 (complement a la proposition 12.12[ ). Pour tout 
entier n non nul, on a 

ip(h, a;,a; +1 ) = ip(ir\ a;,a^ +1 ). 



, 2k + 1, pour tout 



Preuve du lemme 20. 



II suffit de traiter le cas n > 0, puisque l'indice partiel pour H est 



toujours egal a l'indice partiel pour H 1 (affirmation 10. 1C) 



Soit C un croissant de la famille T . Le croissant C etant minimal, d'apres la proposition 12.9 



il est a dynamique S-N ou N-S. II est clair que C est encore un croissant pour H n , ayant le meme 



type dynamique que pour H (on peut par exemple utiliser l'affirmation 10.4). Puisque l'indice 
partiel entre les deux bords de C ne depend que du type dynamique de C (affirmation 15.2Q , les 
indices partiels pour H et pour H n sont egaux. Ceci montre le lemme pour les entiers i pairs. 

Soit maintenant i un e ntier impair. Si les droites A^ et A' i+1 ne sont pas disjointes, elles se 
touchent (definition 10.14 ), et l'indice partiel est nul pour H comme pour H n (par definition). II 
reste le cas oil ces deux droites sont disjointes ; il s'agit de montrer que l'indice partiel pour H n 
est encore nul. 

Le couple (A^A- +1 ) est indifferent, on suppose par exemple que A' { est attractive. D'apres 
la proposition 12.12 , l'indice partiel est nul pour H, et il existe une chaine de pseudo-disques 

(Z?i, . . . Dp), pour H, de A[ a A' i+1 (constitute de briques). Notons (rii)i = i p _i les temps de 

transition de la chaine. Considerons alors la suite 



n—1) x ?ii 



(Da), ■ ■ ■ , H in -^ x ^+- +n "-^{D p )). 



Les disques topologiques qui la composent sont deux a deux disjoints, sans quoi il existerait une 
chaine de pseudo-disques periodique pour H (cc qui contredirait le lemme de Franks 3 . 13| ) - De 
plus, cette suite est une chaine de pseudo-disques pour H n , avec les memes temps de transi- 
tion (rij). Cette chaine de pseudo-disques va de la droite de Brouwer A^ a la droite A" +1 = 

jj(n-l)x(m-\ — ^™p-i)(A' +1 ). 



Le lemme de Franks pour l'indice partiel (proposition 10.18) montre alors que le nombrc 
IP(iP,A<,Af +1 ) est nul. 

D'autre part, la droite A" +1 est incluse dans le domaine de Brouwer engendre, pour H n , par 
A' i+1 . D'apres le deuxieme point du corollaire 10.15 , on a IP(iJ™, A' i+1 , A" + i) = 0. 

Les droites de Brouwer A[, A' i+1 et A" + i sont clairement disjointes, la deuxieme separant 
les deux autres. On peut done appliquer la relation de Chasles (lemme 10.11), obtenant 
IP{H n , Ai, AV +1 ) = IP(H n , A' it A' i+1 ) + TP(H n , A' i+1 , Af +1 ). Deux des termes de la relation etant 
nuls, le troisieme Test aussi, ce qui nous donne bien 

IP(F", AJ, Ai +1 ) = = IP(H, AJ, Aj+x). 



Ceci termine la preuve du lemme. □ 



Preuve de la proposition 20. & — Comme dans la pr euve d e la formule de la proposition 12.12 
on applique la relation de Chasles generalisee (lemme 10.16| ), pour H d'unc part, et pour 



d'autre part, a la famille des droites A'_ 1 = Ao, . . . , A' 2k+2 = A\. 
partiels entre deux droites successives sont les memes pour H et H" 



D'apres le lemme, les indices 
, et on obtient le resultat. □ 



Preuve du the.ore.me 3. V - Grace au theoreme d'extension, il suffit de prouver que si h est un 
homcomorphisme de la sphere, preservant l'orientation, fixant uniquement les deux points N et 5 1 , 
tel que Indice(A^) = 1 — p ^ 1, alors pour tout entier n^0, Indice(/i n , N) = Indice(/i, N). 

Comme dans la preuve du theoreme principal : 



on se donne une decomposition en briques F pour h (theoreme 11.12) ; 

on note Ao une droite de Brouwer simpliciale a extremites Nord-Sud pour h (son existence 
est assuree par la proposition 12.13| ) ; 
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- on note H = h le releve canonique de h au plan A, fourni par la proposition 12.18 ; 

- on note A un releve de A , et Ai — t(A ) (oii r designe 1'automorphisme de revetement). 
On a alors (comme dans l'affirmation 13.2 ) : 

IP (if, A , Ai) = Indice(if, r), 

IP(iT\ A„, AO = Indice(ff n ,r). 



D'autre part, on a aussi 



IndiceO, TV) = Indice(iJ, r) + 1, 
Indice(^", AT) = Indice(ir\ r) + 1. 



En effet, la premiere egalite vient de la definition du releve canonique. Montrons la deuxieme. On 
reprend pour cela les idees de la construction du releve canonique. Soit n > fixe ; puisque les 
indices sont des invariants de conjugaison, quitte a conjuguer h, on peut supposer que les (2n + 3) 
droites de Brouwer A , . . . , h 2 ( n+1 \A ) sont des demi-droites euclidiennes issues de N, decoupant 
le plan en In + 3 secteurs de meme taille (generalisant la figure [33]). Dans ce modele, on voit 
facilement que le releve canonique H de h verifie Pinegalite : 

Pour tout Xe A, \0{X) -6{H n {X))\ < i. 

Comme H n est un releve de h n , l'egalite Indice(/i", N) = Indice(7J™, r) + 1 decoule alors du 
lemme [I7.l[ 

II ne nous reste plus qu'a montrer que 

IP(ff,Ao ! A 1 )=IP(F",A ,A 1 ). 

Cette derniere egalite est une application de la proposition [20. 2[ □ 
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Appendice 



A Theoreme de Schoenflies-Homma et variantes 

Le theoreme de Schoenflies est Tun des outils techniques les plus couramment utilises dans les 
problemes de topologie plane. Dans ce texte, nous appliquons un certain nombre de variantes qui 
peuvent toutes etre vues comme des corollaires d'un theoreme de Homma. Dans cet appendice, 
nous enongons le theoreme de Homma et expliquons quelques-unes de ses utilisations. 

A.l Le theoreme de Schoenflies 

Theoreme A.l (Schoenflies). Tout homeomorphisme entre deux courbes de Jordan incluses 
dans S 2 s'etend en un homeomorphisme de § 2 . 

A. 2 Le theoreme de Schoenflies-Homma 



Definition A.2( jHom53| ). On appelle ensemble en forme de « Y» un ensemble qui est la 
reunion de trois arcs ayant en commun un seul point, extremite de chacun d'eux. 

L'orientation de la sphere induit un ordre cyclique sur l'ensemble des trois arcs qui constituent 
n'importe quel ensemble de ce type, au voisinage du point d'intersection. 

Theoreme A. 3 (Homma). Soit F un ensemble compact, connexe et localement connexe de la 
sphere. Une application continue et injective de F dans la sphere s'etend en un homeomorphisme 
de la sphere preservant l'orientation si et seulement si elle preserve I' ordre cyclique de tous les 
ensembles en forme de « Y» contenus dans F. 

A. 3 Utilisations 

On utilise le theoreme avec divers ensembles F, ces ensembles etant a chaque fois des graphes 
simpliciaux finis. Les details sont laisses au lecteur. On a essentiellement besoin de trois variantes : 

- Dans le cas oil F est une courbe fermee simple ou bien un arc, F ne contient aucun ensemble 
en forme de « Y », et on retrouve en particulier le theoreme de Schoenflies. 

- Soient Ai, . . . , A& (k > 2), une famine de droites topologiques du plan, deux a deux disjointcs. 
Supposons que pour tout < i\ < i-i < i^ < fc, la droite Ai 2 separe de Aj 3 . Alors il existe 
un homeomorphisme h du plan, preservant l'orientation, qui envoie chacune des droites A, 
sur la droite verticale ixl. 

- Soient N et S deux points antipodaux de la sphere, et Ai, . . . , A&, k > 2 une famille d'arcs 
d'extremites N et S", deux a deux d'interieurs disjoints. Alors il existe un homeomorphisme 
de la sphere, fixant N et S, qui envoie chacun des arcs sur un demi-grand cercle. 

Remarquons que dans beaucoup de cas, on a besoin de specifier l'image d'un certain nombre 
de points par l'homeomorphisme recherche ; ceci arrive en particulier quand on veut obtenir un 
homeomorphisme du plan, e'est-a-dire qui fixe le point a l'infini. Ceci ne pose pas de probleme 
(typiquement, on utilise que le groupe des homeomorphismes du disque qui fixent chaque point du 
bord est transitif). 
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